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1. _Inleiding.
Na de potontisslver_ 2lijking, die vroeser behandeld is, treedt

de golfvergelijking in tal van problemen op, zoals de voortplanting
van trillingen in gassen en vloeistoffen, de electrodynamica, en de
voortplanting van oppervliaktegsolven op water onder invloed van de zwaar-
tekracht.
1.1 Voortplanting van trillingen_in een gas of vloeistof,

De bewegingsvergelijkingen voor de instationnalre beweging van

een vloeistof of een gasdeeltje zijn met snelheidscomponenten u, v en
w in rechthoekige cobrdinaat x, y, 2

%)(u't-‘. qu+ Vuy+ W'U.Z> = —p}{

?(Vt+ UVt VYot wv,) = P (1)
r(wt+ UW b VW ww,) = -3,

die samen met de continuitetevergelijking
Pt+ (S}u)x-i- (’%"V)y+ (;u)z =0 (2)

de beweging beschrijven.
Indien de snelheden klein zijn, kunnen wij hiervoor schrijven

pus= Py
pvy= =Py (3)
?)Wt:‘. '-pz

Ock de druk en de dichtheid zullen slechts kleine afwijkingen vertonen

van de waarlen in de rusttoerstand Py en ?o‘ Indien wij aannemen, dat

§’= p0(1 + 8), weerhij s klein is, zal gelden

T p o=+ cf s (4)
zodat de vergelij&ingen worden
U= ~czsx
vy= —c’s, (5)



Indien de wasrden van de enclheid op het tijdstip t = O gegeven zijn

door Uys Vo oen W, el gusden
2o f
W = = == atv 1
cxx ) sdt + s
x;"f
AL
Vo= =g A gdt + Voo (6)
c 7
- /
(4 § 3
W= —c?;r Poedt o+ oW
¢e Q
3
Als voor de begintocustand een snolncldespotentiaal »  bestast, zodat
w. = {J ro= oyt = uf ’
| o= Yox? YoT Foy? YoF oz (7)
zal {elden ‘
— ‘.'I — '.\ — SN
Wo=6o, Vv -;};}" w —tz (8)
waarbi; ¢
N 2 ¢ ) 23
o= —¢” / osdt +
’ ! ) o] (9>

ecn snclhuldspotentiaal is, die gedurende de genele beweging blijft
bestaan, Q?voldoet dus aan de vergelijking

Q{t= —czs. ' (10)

Verder volgt uit de contimuiteltsvergelijking, bij verwaarlozing van
hogere orde termen

Sy+ (ux+ Vy+ wz) = a (11)
zodat tenslotte ¢’ blijkt te voldoen aan de vergelijking

o ! / ’ g/ - _2k ) -

ygxx+5?yy+,qzz e Q= 0, (12)

&

die de golflvergelijking wordt gencemd.

1.2 Veortplanting van electreo-masnctische golven.,

In de electrodynamica gelden als grondvergelljkingen de verge-
lijkingen van lkaxvell

LR
rot & = {f?i
- -3 )F)* (1>
rot H = 1+ o7
div B =0 (2)
div D =R

e

waarbi] de vecteoren E, ?, B,'ﬁ, 5 veorstellen de electrische veldsterk-
te, magnetische veldsterkte, magnetische inductie, de electrische ver-
plaatsing en de stroomdichtheid.De scalar > is de ladingsdichtheld.
Indien het medium homogeen en isotroop is, geldt

- . -3

D = 4E, B '—-‘!.t‘*- ?{’ (3)
waarbi]j wij veronderstellen, dat = en/&aonafhankelijk zijn van de in-

o

teneiteit van het veld.
Big afwezigheid van statistische ladingen en van stromen is
}J: 0 en d = 0 en de vergelijkingen worden



o

I

- ) ;\.—.
rot B = --"N I‘;‘
2 (4)
rot H = ¢
div i = 0 (5)
div =0
Uis (4) volgt
rot rot H = - it :*'-;2‘ (6)
L
=N _ '\2~1
rot rot 1 o= - S0 SE, (7)
R
,eldt echter de algemenc botrikking
rot rot v = grad div v -4V (8)

ze®2t op grond ven (5 Ae vergcliikingn(6) en (7) overgaan in
—t )

.

v o1 :'.3“

A (9)
A SHOH-t-tt

€7 der componenten van de eletrische of magnetische veldcterkts

velaoet dus afzonderlijy aan ds golfvergelijking.

Geclven op_ondicp water,

el

T
AN L

W1] beschouwen de beweging van een vlakke lasg water van con-

»5e dlepte en nemen ¢ -
. dat de asnelheden B T ‘»; TR N T N -
de beweging zeer “1 z

i1 zijn.Indlen de S e e —-

1

‘mue van het ongestecerde opperviak gegeven 1s door h, dan duiden wij
roogte in dc gestcoorde tosstand ean door z = h o+ €. Als wij verder
Q h

wouderstellen, dat wij de verticale versnclling van cen vloeistof-
va2ltje op het opperviak mogen verwaarlcezen, geldt voor dce druk op e¢n

se 2z
— 1) 4\ — "y
P - py= gplhy+ ¢ - 2)
2t
p) Neoooa N
- '1.)‘-.-'- _E. - é)\“ 5 "

,\X‘»a O ’Ay

. 2fhankelijk van z, zodat alle deeltjes in dezclfde verticasl dczelfde

hr
n

~izontalce versnelling hebben, d.w.z. de horizontale snelheldscompo-

vhten uoen v ozijn ellceon fuperics vor ¥ en y. De bewegingsvergelijkingen
dus

SUp= =Dy

E) V.t:'- "‘Py .



De continmuiteitsverp lijking levert one nu cun kolow met grondvlak
dx dy
3

p

b 3
éﬁz(uh ay)ax + g=(vi dx)dy = +.5$-(§ + h)dx ay

{
f" - [ = N
t.— fl\*ﬂ. .+ ‘J\y_)u
Elimi na ie ven a4 en v lovert dan dircet
. 1 ‘
L = oo
; xx" 7yy B8R il
dus d¢ polfvergelijking in twee dim nsice.

2. Alpemenc clgenschapoen van doe golivowpolijking.,

Wij bewijzen cen clgenechap van doe oplossingen van do vergelij-
king

y 1 )
‘ﬁfj B g§)ﬁtt= Js (1)

die reeds door Poisson wes gevondern,
Beschouw dazrtoe ecrst de vergelijking voor belvormige golven:

P2y Ly _o (2)
jrror’ir 2]t
of wel
Pt = a0y, »
met de algemenc oplossing
ry) = f(r - ct) + F(r + ct). (4)

Denk nu, éat cp het tijdstip t = 0 de¢ functies jfen ;3t voorgeschreven
zijn ' ’

5/) :/(f/(r), x}/it:.‘ /X (I‘), (5)
Dan is ' ‘
f(Z) + F(I’) = I I//(I‘) (6)
=£' (x)+1 (r) = T ) (x)
zodat r
-£(r) + F(x) = [ z)(2)dz + c. (7)
/ /s
Wij vinden dus els 'Elgcmmne opleossing: ﬁjﬁf
rg’ = =(r-ct) &i(r—ct) + —(r+ct) X (r+ct) + 5% [’z &(z)dz (8)
A
o

waarbij wij echter moeten vedcnken, dat in (5) y'un \ é leen gedefini-
cerd zijn voor pcsitiave waarden van r, dus dat (8) alleen mear geldig
is, zolang r - ¢t O is.

Van r - ot ¢ O kunnen wij direcct dc VOOrStwlllng vinden, indienir
de oorsprong geen vloelstof geerccerd wordt, Dan ia r }b -3 0 voor

r
r — 0, dus ¢ a }
lim rzj 1’f‘(r-ct} + F'(r+ct)t - 1 f{r-ct) + F(r+ct) =0
f T EEN &

hetgeen oplevert
f(-ct) + TFlet)
zedat voor alle waarden vaen z gelden zal



fl-z) + M(z) = (9)
Wij vindun zo yvoor r-ct v 0O witdrialnlng f/ff

rioss - %(r~et)yf(rmotf £ E(oter) raot) + xg// {(Z)dz (10)
Tro het bijzonder zal in do corsprong gelden if

) . f(r=2t 4+ rsot) t+r) - i(ct-r .

@;_q = LI i"*“"**"' I i I(z ) = (etor) 2F* (ct)

/ = RN I L-)‘ A
7 . . 1% 5

= \it 'L;’ e :‘ + % 4{\“\*.»,’ (11)
Om mi het algemeen theorims van Peissen to bowijzen, merken wij eerst
op, dat vergelijbiing (1) Linotoir is, doras., ded et een stelsel func-
Live viy, ...;,\ ok nun gemiddelde con opleogein, i, Beschouw nu ven
punt P als corcprong von cen varizbel roechbhockis asscostolscl on be-
gchouw ccn boeprr Lde sn.lacidepctontierl tio.v. drt asscnkruis x',y',z'.
Indien wij m x‘, 'y z' laton dr-oclicn o ¥, daw ozl bij iedere stand
¢Ln andere snoelneidsnctontiacl t.o.v. do ocrspronkelijke codrdinaten
behoren, Het arithmeticeh gemiddelde van 21 deze gnelheidspotentislen
zal dus bolsymmetric t.o.v. ¥ vertcnoen, of wel de functie

Ole Ao //f 0 oae (12)

/ Wl
wnnrbij ('een willekeurige grelhoidepetontiesl is en d¢' een element ven
een ruimtehoek met top in ¥ zal voldoen =nn

ey 2,07
(I‘/V*')tt: et ) (13)

en dus de vorm hebbou

wearbil]

hasr ti

dan zal
een sir

r (14)
punt teot P(x, y, z) voorstelt.

= 0 de waerde en

= f(r-ct) + Flr+ct)
r de efstand van het beschouwde
plosesing Q' van (1) voor %

ITndien nu van cen

jdsafgeleide gegeven zijn

(/_, %(X’ ¥ b:’: &1;- 2/.5\/(3‘:3 Js Z) (15>
voor de middelwasrde g) over e¢en bol met middelpunt (x, y,z)

s

gal r gclden

Y = U lxslr, v mr, ceonr)did
}" 477//‘ (x+lr, g+

V&< (16)

R U;]]-"_‘/ &(X’{'J_r’ ,Y+nl, ;l'l'}l‘>gi({\ (17)

3

=l 1, w en n e richtingscosinussen von de strazl asnduiden dus in pool-
cotrdinaten
1 = sinfecosd, m = aial gin'', 0 = cos ;
en %
dtw = sin@ac g~ .,
Uit (41) volgt dan dirsct, dat
y)(x,y,Z)‘ 47"5% j@ (x+ct sin<lenud, y+et sin @sind, z+
+ct cos @) sinfd £at + E%T-f/K(A+ct sin £cosy , y+ct sinfsind
z+ct cos &) s1n(§dé?d£3. + (18)

Nit ste

1t de goencewda formmle ven Poisson voor,
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door
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Een gener~lisatie ven de vroeger gegeven formule van Polssen
wordt gelsverd door de formule van Kirchhoff.
Indien u(x, y, z, t) een oplossing is van de golfvergelijking

; 1 _
Uxxt LLyy+ Uz 02 Uy = 0
waarvan de nfgeleiden von de eerste en tweede orde op zeker gesloten

oppervlck § continu zijn en indien (x1, Iqo 21) een punt is binnen S

geldt /? 5 5 .
__1._‘1“ 55_'1..1 r u._,..g_}
U.(X !Y«I)Z11t) = }‘Z '(l]( II(I’) e f " (n.‘ as.

Hierin is r de afstend vph "het punt (x 41Y 4124 ) tot een punt op S,
‘ duidt differentictie langs de normﬁﬂl op S near binnen toe en met
de notatie| yﬂ is bedoecld
{_}" = ‘71)(‘(»5’ z§ - “")
om deze formule te bewijzen, berekenen wij eerst de afgeleiden van d=
functie
v

il

+ - — '
W(X,ys%2,% C) = Iu]
Dan is

- A N
. {
Vx = lux\ c rxiut\

. . r_
Vo = {ul}“ - grxx{ut\- ErxLug]x —Euxgx- lrxluX% - %rx{uéxf“iz
en )
tutlx =[uxtx - %rxfatti'

Verder is dan

. ‘:.'i.'v + | -1{ -1f A
Vxx™t Vyy+ Vaz lexT uyy+ uZZ} C‘L'rX{uxt] c L rX{u i



daar rx-‘?' =1en Jpr = %.

Om deze uitdrukking verder te herleiden, merken wij op, det

o S (r)? £ [wy),
TR FRa) = T (w) - S B L1
1 - ZT[‘%}Y
int = ;§Lut} + rX
zZoae.
> < ) ( Tplugl
R %

Volgens de stelling van Green, toegepast op S en de functies v en %
geldt, indien P buiten S ligt

ﬂ%v 1) - 13V%dv8+\/’[j%ﬂ"dv=o
v

f 1y _13v _ 2 Qrp -
\\1 Zvﬁ-};(-f) "‘fa“;'g'f%;—{utx d8 =0
of danr ' '

Jv (Duj 18-

2V o_ldu o Arrg,

ay - AY ¢ ovlt

(4 ey - djduls 12 _

[j s - E5EE EFa"f ﬂ i = 0.
S

Indien P binnen S ligt, sluiten wij op de bekende wijze P uit door een
klein bolletge, waerven wij de strascl tot nul laten naderen en vinden
dan de gewenste formule.

Het begrip kerskteristieken veon een hyperbolische linenire differenti-
anlvergelijking ven de tweede orde,

Beschouw de lineeire vergelijking van de tweede orde

A

/ ..
S a,, u b, u, +c =0 (1)
- ik Txyx £ 71 Ty

in n variabelen Xgy see Xy waarbij de coefficienten 25k functies zijn
van deze n variasbelen,

Voor deze vergelijking denken wi] ons het beginwaardeprdbleem
gesteld. Op een zeker (n-1) oppervlick CO zijn de weasrden van u en haow
eerste afgeleiden u, (k =1, ...n) voorgeschreven. Wij ocnderzoeken
nu, of het mogelijk ¥s met behulp van (1) langs dit cppervlak de ho-
gere afgeleiden te bepalen. Denk, det C0 gegeven is door een parameter-
voorstelling

X1(A1, see *n_,'): .-._XH(A 1°? "'/iII*’I)

en de gegeven wasrden ven u en Uy €veneens



u(/\,,', ---‘An_1)s qu%( )\1’ oo /\n_1):

waerbij moet gelden, dat
IXx
u,\ ='Lly."'f'“ V"“‘, eve =1
| (2)
wearbl) de sommatie conventie is aangenomen,
Door eliminatie van de (n-1) parometers ontstast de vergelij-
king van het oppervlsk %?(x1, . Xn) = 0, Voer nu als nieuwe variabe-
len in de grootheden

)\19 oo /f\n__,‘ €en ?ﬁ: )\n,
wasrbi] |
= ‘ .
(/(;\j.‘ ‘.‘.')\n)
' Dan wordt b \ |
, _ Ax \
uXi = u,\'k —/5'}(1 (3 /
en ‘
Mg MM 32,41{

u = U ~ == 4+ U
Xin A kf\l E;{i C)Xj A k C'S Xiu; Xj
De vergelijking gast dan over in

a (?),A\k iwr)‘l u + a & 2*’\ 1{ -b a/\k N - O o
1) 0% O%; Aphy” U1y TEpwy UAT 1 dE Mk T ° T (4)

waarbij over alle 2 x voorkomende indices van 1 tot n g gesommeerd.
Hier zijn echter alle afgeleiden uj, Ay waarbij niet i en k beide &
zijn, bekend, Immers, indien i en k beide < n-1 zijn, volgt de afgelei-
' de direct uit de gegeven functie ul A 19 ""An-1) en indien één index
de warrde n heeft, is
SRS,
¥ 7n Q)W Xy -'.3/\,1

die, daar op het oppervlak u els functie van A 4 e A
is, bekend is,.

n-q 8egeven
Zo plijft els enige onbekende afgeleide in (4) over , de afge-

leide uj, ), die als coefficient heeft

< Q)An‘ c)An -

3 Al £ S, .

. %% 5% X, 0% 2 iy )Mii Z
Indien dus deze coefficient op het oppervlak niet nul is, kunnen wij
de naar buiten voerende afgeleide ondubbelzinnig bereksasn. Is he% cpper-
vlaek echter zodenig, dat de coefficigg} wel nul is, dan is dat niet
meer mogelijk. Het oppervlak heet dan karakieristiek oppervlek.De furce
tie (7 (x4, +i. %) yoldoet den aan de betrekking

/ M

M

* ; . r\,\‘
E ey, P= O (5
(k=1 7 -



die in het algemeen echter alleen op Cy vervuld zal zijn. Wij kunnen
dit echter omzetten in een partiele differentiaslvergel ijking door als
parameters in te voeren Uy = Xgy oee Wy gy = X 4 €N den C, te schrij-
ven als ‘
= (.’
Xy, -f/ (Xqs oon x40

In de parameter x moet dan (/= x voldoen een
’ ‘ /

17 00 Fpod
1n-1 137

X a4 - < p a = (6)
/;A’,:? fz 1 y k ‘{‘:—-; i A ‘

Is mu (7 = O een oplossing van (5), opgevat als partiele differenti-
nelvergelijking, den kunnen wij de vergelijking ?9 = ¢ neer x, oplosser
X, = %f(x1, cer Xy 49 ©)

die voldoet aan (6).

Is omgekeerd x = ’(X1, S T c) een schear van oplossin-—
gen van (6),dewijglossen door c = ?(x1, .o xn), dan is ??= 0 een
oplossing van (5). Dit levert een mogelijkheid om bij één knrakteris-

tiek oppervlek een gehele schasr te vinden.
Voorbeeld: De golfvergelijking in twee dimeneies

uXX+ uyy

Beschouw de karskteristieke kegel
t2~ x°- y2 = 0.

De functie [ = $2= x°- y2 yoldoet echter asn

N e

zodat alleen nu.k(::o aen voorwaarde (5) is voldesn. Beschouwen wij
echter —y

S'(;'}:'t- \,x+y2 = C
dan gelﬁt

(0.2 in 2 in 2
Yt'/ﬂX"){y

zodat deze schaesr wel een schaar karakteristieke oplossingen voorstsit.

0

In het algemeen worden de karakteristieke oppervliekken voor deze ver-~
gelijking voorgesteld door de kegels

§ oo r——

/ ) 1
/ 2 2
t -t = \, (x=x)° + (y = ¥,)

.

De vrang rijst nu: Wet stellen de beschrijvenden van doze kezels voor ©
Deze vraag beantwoorden wi] algemeen.

Beschouw eerst een oppervlak C, in de ruimts y?(xﬂ, con X
Het rackvlek aan dit oppervlak heefs de n richtingsgetallen{i,. let
behulp van de gegeven diiferentiaslvergelijking voegen wij‘nd‘in dit
punt asn het raskvlak een vector toe door

n

;o= O



dxi . f

Ts 5% =k-.7-;- 2ix ¥ x,° (7
Deze richting heet fn ieder punt van G de transversaalrichting, die de
differentiaalvergelijking aan het raakvlak (of aan de normaal) toe-
voegt en de differentiatie in die richting heet transversale differ-

entiatie. Het raskvlak aan C4en de transversale richting zijn elkears
geconjugeerde t.0.v. het kwadratische oppervlak

ga )‘; £ =0
ik 7 1 kK~ v

/A o L7

Het oppervlak C1 is nu dan en slechts dan een karakteristiek oprervlak.

als in ieder punt de traasversale richting in het raaskvlsk valt.
Immers, dan moedt
‘ —
xi%xi‘o

‘:aik?g? Xi%k = 0.
De vergelijkingen (7) kunnen wij voor een gegeven schacr (£’ = const.
als gewone differentiaalvergelijkingen opvatten. Als?? =fconst. een -
schaar karskteristieke oppervlakken voorstelt, dus aan (5) voldoet,
dan i89§ cen integrealoppervlek van de gewone differentiasalvergelijkin.-

gen (7), dus geheel opgebouwd uit integraalkrommen, imners langs eea
integraalkromme geldt | By

/) = = \ = »

3[’ o8 Z. alk?”xx?’ xi
De integraalkrommen heten karskteristieke gtralen van de differenti-
aalvergelijking.

lzijn of wel

In ons voorbeeld worden de stralen opgeleverd , cdug de verge-
'llelngen

P X _ X
x =% 5 o T t-c
x“+y
y o=+ —& = %Zc
x2+y2
t = 1
dus
x = X (t-c)
J = {3(213"0) y

waarbij o ° + @;2 = 1 moet zijn.



MATHEMATISCH CENTRUM,
2de Boerhaavestr., 49
Ams terda m.Aggg

Cursuss

Methoden der mathematische physica

Decel II, De golfvergeliiking.
door
Dr R, Timman,

Op deze wijzc kan men in ieder punt van de ruimte een kegel aan-
geven, waarvan de beschrijvenden worden opgeleverd door de dragers
van de lijnelcecmenten van de karakteristieke krommen door dat punt,
Indien wij de reciproke matrix van de 84y aanduiden door Aik geldt

. 3 AT . .
identiek: Zaik ‘;/')Xi y;xk =ZAik X4 xk
Indien wij dus in de n diﬁensionale ruimte een maatbepaling volgens
Riemann invoeren door het lijneclement

an = = Agy axy dxmp
dan zijn d¢ ravakievricticke stralen de nullijnen voor de: . maatbepaling,
yy"'Utt'f C wordcn de karakteristicke
I dy2 ~ at® = 0 en in ecen punt (a,b,c)
wordt dc kurokterisviclke kegel opgeleverd door

Voor Ge golivergolljking '-Uxi+‘U

stralen das opgeloverd door dx

(zo-a) " (J~b)2 = (t=c)°.

Vocr 1o petlatiaslvergelijking Upxt Ut Uy, = O bestaat de karak-

yy
teristicks kegel in elk punt uit de isotrope kegel én de bijbehorende

Riemann=: metrick is de gewone Euclidische metrick in dc 3-dimensionale
ruimte.

Om het voz.nwecrdenprobleem voor de golfvergelijking op te lossen, be-
handelen wij cerst de integratiemethode van Riemann om hyperbolische
verge:ijkinger met twee onafhankelijke veranderlijken,

Indicn d= Farshteristieke kegel reéel is in zeker gebied van de ruimte
noemt men hicr de vergelijking hyperbolisch, is zij imaginair, dan is
de vergelijkirg elliptisch,

5S¢ Hyperbolische differentisaivergelijilcingen met

2_onafhankelijlk veranderlijien.

3.1. Herleiding tot d¢e normaalvorm,
Wij beschouwen cen differentisalvergelijking van de tweede orde
in twee variabelen

a(x,y) Uyt 2b(x,¥y) ny+ e(x,y) Uy

v = d(xty) (1)
waarvan, zoals wij weten de bijbchorende karakteristieke vergelijking is

2 . 4 2
a}?x + 2b i(;wxﬁ])y + cy)y = 0, (2)



of wel
Q)x" A1f7y=°' }V;:" ’lz%f‘O
als A 4 en )\2 de wortels aanduiden van de vergelijking
afl2 +2b )\ +c=0,

die wij in ieder punt regel en verschillend veronderstellen,
Zo verkrijgen wij twee scharen integraalkrommen, (/= const en¢’= const,,
zodanig, dat door ieder punt één kromme van clke schaar gaat en dat

£ e 0 is.,
Q%xf%y /Q)yﬁbi #
Beschouw nu; ;V(x,y) = const, enjz >L(x,y) = const,, als nieuwe

coordinatenlijnen, dan kunnen wij vergelijking (1) op deze nieuwe
coordinaten transformeren:

ugffxdrul[ Y o uy= ug ,py +ul2.(70y,

e Yy .‘?)x% 2um/qy xP * . %f - /0jxx+ By W

Uyy= u%‘}yx}/)y + uf’7 (?}x%r + }Vx/%)”’ um}.?pxt//yﬁuu;,/wxyaf vy - ny'
- uﬁ }; yz - 2u, // syt By %y2+ 8 .})/yy-r By (/«yy.

Daar zowel als aan de karakteristieke vergelijking (2) voldoen,
blijft van de tweede orde termen in u alleen voor de term met u /

£
2{ a}y VZX +‘b/ﬂ/X?9y + b?&k}b /ﬁlygb&i U +..........,.........=O
Men kan bewijzen, dat daar zowel ac-b ) 0O en (2 %7 £ 0, deze
coéfficiént in het gchele gebied £ O is, c)(%‘g

3.2, De integratiemethode van Riemann.
Wij beschouwen nu de vergelijking in de normaalvorm

L [u] = Uy, + auy + buy +cu=7°

waarbij de karakteristieken gegeven zijn door x = const, en y = const,

en a,b,c en f gegeven functies zijn van x en y, die continu zijn en
continue afgeleiden van de eerste orde hebben,

Wij zoeken een oplossing voor deze differentiaalvergelijking met
behulp van de stelling van Green, die in de potentiaaltheorie zo'n
belangrijke rol speelt., Deze is gebaseerd op de stelling van Gauss

\[(J.M + mN)ds -//(JM DN)dxdy en luidde

f(uv?n- )ds ff(uﬁv - vAu)dO (1 en m richtingscosinus~

sen van de normaal)
Wij zoeken nu naast L [n ?een tweede differentiaaluitdrukking I,(u)

zodanig, dat de uitdrukking vL (u) - ul [v} een divergentieuitdruvkking
is,
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Dit bereiken wij met
L LV] = ‘ny - (aV)X - (bv)y + Ccv
Dan is ni,

-—‘} - - _ - -
vL luJ - ul [v] = Vlg, = UV, + avuy + bvuy + cuv + u(av)X + u(bv)y

- = 1 - L -
cuv = (avu)X + (buv)y + g(vuy uvy)X + 2(VuX uvx)
zodat wij kunnen nemen M

= %(vuy - uvy) + auv,

b d
Wij passen nu de stelling van Gauss toe op het gebied G, begrensd door

N = +(vu, - uvx) + dbuv,

een kromme ¢ met continu varierende raaklijn 9 A A ~»X;Sb
en twee lijnen door een punt P (xp,yp) even= - ﬁ:'ﬂ{,dw

wijdig met de codrdinaatassen., Nemen we de \\ 105 -cly
normaal naar buiten positief, den is }<\\

i kf)

ffv}}:. [v] ~u 1 lv)ldxdy = A \mw B .,
ﬁl(my

J(vu - uv_) + buv idx - - uv ) + auv dy +u[(1M + mN) ds

Wij beschouwen nu het geval, dat langs de kromme AB, waarvan ver-
ondersteld wordt, dat iederc lijn evenwijdig met de cobrdinaatassen
haar in hoogstens &één punt snijdt en de waarden van u en de eerste
afgeleiden u, =Dpen uy = q gegeven zijn,

Door partiele integratic gaat dan de ultdrukklng over in
p - “VA N nguB J/u V- bv)dx w//u(v —av)dy ~-{(IM + mN)ds =

ﬂ{vL u] - ul [v] €. °

Indien het nu gelukt om de functie v zo te bepalen, dat ziJj voldoet

aan de volgende eisen:

a) v is een oplossing van de geadjungeerde differentiaalvergelijking
L [v] = Vg ~ (av)x - (bv)y + cv = 0,

b) op AP voldoet v aan v, - bv =0, op BP aan vy - av = 0

en tenslotte moet zij in P de waarde] hebben,
c) 'V'p==1.
Deze functie O heet de functie van Riemann, die bij de differentiaal-
vorm L [q] behoort, Zij is een functie van x en y met de codrdinaten
x_en y._  als parameters, Indien zij gevonden kuan worden, kunnen wij

p P
schrijven 8

2U§ = Vyu, + Upvp + Ja?vuy - uv__ + 2auv)1n + (vux- uv_+ 2buv) ]mn.ds

y
A
+2 [[fv dx dy.

waarbij 1 en m richtingscosinussen van de normaal op de kromme AB
voorgtelien,



—_ ..
In het algemeen zal natuurlijk de bepaling van een functie van Riemann
om een gegeven differcntiaalvergelijking niet zo eenvoudig zijn. In
het geval van de vergelijking
L [u] = Uy %kzu = g(x,y), waarbij k een gegeven constante

is (vergelijking van de telegraaf) is dit echter wel het geval,
Wij provercn v = f(z), wearbij z = (X-Xp)(Y"Yp)-
2

De geadjungeerde vergelijking is Vey * + kv = 0,
Nu is v, = (y-yp)fz y Vg = (x—xp)fz, vXy = f, +zf__, zodat
de vergelijking van f wordt

22" + £+ 3K°F = 0,

met als oplossing ; die aan allc eisen wvoldoet,

f = Jo(kV;) = Jo} kka—i;SkY*yp) f

waarbij Jo de functie van Bessel van de orde nul voorstelt.

Tenslotte bespreken wij nog een merkwaardige eigenschap van de
functie van Riemann, Beschouw het geval, dat de kromme ¥ ontaardt in
twee rechte lijnstukken AQ en QB evenwijdig aan de assen, Dan volgt
uit de afbeelding, dat onze formule blijft gelden, Daar cchter de
gegeven kromme bestaat ult karakteristicken, kunnen wij nu niet meer
x €0 u omschrijven, maar alleen u, Dan is immers langs QA met u
ook uy bekend en volgt u, =P direct uit de gewone differentiaalver-
gelijking, die door substitutie van

u, u

. - K
uenu, in I [u] = £ (langs BQ) ry 1P, 1)
ontstaet, \ (Xp ¥y
p, + alxg,¥)p + b(xg,¥). |
uy(XQ,Y> + cu(xQ,y) = f, ‘
Analoog langs QB. Nu is, indien \ ﬁﬂ:f y 1 - —~ 1
wij aannemen, dat f = 0 is, B

rd /3
2Up = v u, + Vpup --//(vuy - uv 4 2auv)dy - (vuX - uv, + 2buv)dx =
“H A st

= AuA + VBU.B + uQVQ - U.BVB - Z/V(uy + a,u)dy - vAuA + quQ +
+ 2 dv(ux + bu)dx,

Indicn nu u een oplossing is van de vergelijking L Iu? =0, die boven-
dien op AQ voldoet aan u, + b? = 0 en op BQ aan uy + ;u = 0, terwijl
uq = 1 is, dan 1s u cen i1unctie van Riemann voor de differcntisalvorm
T Lv] en het punt Q,
Bovendien is dan

u(xp,yp; xQ,yQ) = v(xQ,yQ; xp,yp), waarbij in het cerste geval

xp en yp de codrdinaten en xQ en I de parameters zijn en in het tweede

geval Xq °n ¥q de cobrdinaten cn X, en ¥y de parameters,
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De functie van Riemann gaat dus over in die van de geconjugeerde dif-
fcrentiaalvomrm, 4lsimen parameters en argument verwisselt,
3.3. De methode van Volterra ter oplossing van het beginwaarden pro-
bleem voor de golfvergelijking in twee dimensions,
Wij beschouwen nu een analoge methode om de oplossing te bepalen
van de golfvergelijking in twee dimensions,

:.(u) = uxx+ uyy - u‘tt'

Gegeven zijn de randwaarden van u en haar afgeleiden op een oppervlak
S, Wi stellen nu

g=xxp /)= ¥y ;F =ty
en construeren de karakteristieke kcgel §2+ &2 =;12, met top in P,
Dec oplossingsmethode gebaseerd op het theorema van Green voor de
golfvergelijking, Wij zocken dus weer de functie f(u) zodanig te be-
palen, dat vI(u) - uL(v) cen divergentieuitdrukking wordt, L{u) blijkt
zelfgeadjungeerd tc zijn,

v(uxx+ Ugy = utt) - u(vXX + oy~ Vtt) = (vux - uvx)x + (vuy - uvy)

(vut - uvt)t.

§pemen wi]j de vecetor met componcnten vu - uvx,vuy— uvy, -(vut - uvt)
a, dan levert het divergentietheorema, toegecpast op een gebied G, be-
grendad door cen oppervlak 0

j}{ aiv 2 a7 = [[ 2.5 40

als B de naar buiten vcrlchte normaal met richtingscodinueden 1,m en n
is sﬂy [vI(u) - uL(v)} a7 = [7{(Vux - uv )l o+ (vug - wvodm - (vay - uvt)ng
.40 £ [f(vu_ - uv, )dO o

¥

Hlerbfa stelt rlchtlngv”voor een riohtving met edsimussen 1, m en ,-n,
Dit is juist de transverswalrichting van het rasakvlak t,o.v, de karak-
teristicke kegel, want het raakvlak in een punt X3 ¥ 12, heeft tot
vergelijking l(x-xo) + m(y—yo) + n(z—zo) =
en tot poollijn tov., de karakteristieke kegel met top in hat punt

X=X, V=¥, _ z-2

I " m - -n °

Indien u en v beide oplossingen zijn van de golfvergelijking wordt de

betrekking A 3
dv u
wime =y == ) 40 = 0,
//<u {_.‘Y’ vc:n )

Wij nemen nu vé%r G het gebied
enerzijds begrensd door de kegel
en afgesloten door de door-
snijding van F met het oppervlak

S.
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Dan geldt

g(u-——-— -v—;——)d0+[/(uav~v5-) a0 = 0

Hierblj zijn de waarden van u en f' op S gegeven, maar 0p f'on‘oekend.
Volterra kiest voor v cen oplossing van de vergelijking L(v) = 0, die
nul is op[’ en wel de oplossing die uit de elementaire oplossing

ontstaat door integratie naar x

V §2I 2 vV = & cosh ==
7 \/;)',)L

Dezec oplossing wordt oneindig op de as{:?: 0, zodat deze uitgesloten

moet worden door een kleine cylinder C met straal §, zodat het gebied G
nu wordt begrensd doorf, S en C,

Daar de transversale richting op] langs de beschrijvenden valt, is met
ook 5? daar nul, zodat wij krijgen

f(u —— -g—%—-) d0+/‘/(u§; -vau)do-:O.

or
40 = £.d§v dS;

indien cylindercoﬁrdina’cen?, en ;‘ gebruikt worden,
Verder geldt voor de transversale afgeleide op C

A T e

?)P piE
; W2, Bu u(ﬂ?’)?ch?
éﬁ /[.( ov ar or ) 0" f-;o// V‘P -2

- limé -—--(ar cosh_‘%) dﬁ«' d;

Op C geldt

g=0 ; o er
Indien ff;_“}begrensd is, dan wordt de tweede term nul, daar ar cosh?
L‘ lnz;/2 en flngs a6, 5 E

Verder gaat de ecrute term over in 27"/“ ($.0.9] ?
zodat wij krijgen

-znfu( oo)dif /f(u-—-- f;’f:’-—) 40

of, na dlfferentlatle t,0.V,

J
up _21‘; d# // “ D,

Dit is de formule van Vol’cerra,
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3.4. De "afdalingsmethode", (Méthode de descente) van Hadamard.

De formule van Poisson leverde de oplossing van het beginwaarden-
probleem van de vergelijking in drie ruimtedimensies

o \” xt ?’yy 722 é}/t'ﬁo (1)
Indien n.l. voor t = O gegeven is
= ?u(x,y,z) (2)
t = X(X:YQZ)
is op ieder tijdstip 1 . b
}))(xp,yp,zp, t)= Y. lt Mct(#«) + 1 M (X). (3)

waarbij het symbool Mct(yU) betekint, dat gemiddeld moet worden over
een boloppervliak met middelpunt x,y,2 en straal ct.

Indien V/en’X’alleen functies zijn van x en y, y9(x,y) en/X'(x,y)
kunnen wij de integralen over de gehele bol vervangen door een dubbele
integratie over de halve bol met z:)O, begrensd door het xy vlak.

) MT( y) =27:r2~/]}) & (4

waarbij O het oppervlakteelement op .
de bol is, Neem nu x en y als on-
afthankelijk variabelen dan is
-% a8 = axdy
waarb13 . Sl s ' T T Ty
= (x-x )24 (Y—YP)Z 2 e

+ Z .

Nu wordt

M () = md //Iy(my)dxdy .,
T 7” 2mwr /rz-(x-xp) 2-(Y-yp)2

wdat het resultaat wordt

T s

.ﬂy(x v)dxdy fg’(xj ) dxdy

L, t>=§1—{*§*£
BT TS V2 ez )2 (y=v, )2 VO 67 (x )2"(5"3’)
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waarbij de integraties zijn uitgestrekt over de gehele cirkel
(x-xp)2+ (y~yp)2£ 22,

Evenals bij het resultaat van Volterra treedt hier een differentiatie
naar t op, die niet uitgevoerd kan worden door differentiatie onder
het integraalteken. Het is direct in te zien, dat er dan divergente
integralen ontstaan, terwijl een differentiatie naar de bovengrens
ook direct oneindige termen levert. -
Jet is natuurlijk moge” i+ door geschikte substituties deze moeilijk—
heden te ontgaan maar 4er'methode van Hadamard, die wij nu gaan behan-
dclen, ontgaat ze juist niet. (Vgl. Le probléme de Cauchy, Paris, 1932
Conrant-Hilbert. Methoden der Mathematische Physik II, 1937).

3.5. Het eindige deel van cen enkelvoudige divergente integraal.

ij beschouwen allercerst ecn integraal van de vorm
X

£8) g
[/ ==t

Als wij dez. naar x differentieren, komen wij direct voor de¢ bovenge-
nocmde moeilijkheid t¢ staan, immers het resultaat wordt

RIS e

waarbij de eerste integraal divergeert e¢n de twecde uitdrukking on-
cindig wordt. .
Wij kunnen echter direct een limietwaarde berckcnen van de uit-

drukking ( £(4)dt £ )

(x-’c)% Vx-y
vao e a
¢ y.— X, indien A voldoet aan een Lipschite voorwaarde in de omgeving
3 #”
van X le(y) - £(x) | € C (y-x).

Het is duidelijk, dat iedere functiqmgﬂy), die aan een dergelijke
Lipschitz voorwaarde voldoet en waar' . B(x) = =2f(x) ook aan het doel
beantwoordt, immers de limietvoorwearde verandert niet, als wij de
uitdrukking ¥

SR e

Ko

berekenen.
7ij definieren nu deze limiet als het eindige deel van de dlver-
senté integraal en schr13ven dus

X

f T f(was_ 5 lin| (2(s)ay }
Yy 3""‘"[(:: »¥2 "

-

a
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JiJ kunnen dit begrip ook uitbreiden tot sterker divergente integralen.
Indien A(t) in de omgeving van t = x,p keer differentieerbdaar is en
indien B(x) een zodanige functie is van x, dat de limiet bestaat
(hetgeen voorwaarden onlegt aan de eerste p afgeleiden van B) is

%3 [ z(t)ay zy}}g{/ (et &y . g

L/ (x-t)p+% (x-t)p+3 (x—y)p’%

a a
Om de limict te berekenen, merken wij eerst op, dat
f T v
t /oAt 11m§ ;4% o2
S )R Y x| ()37 (x_y)%‘f
a a ’
1im , 2 ’ 2 2 |
= 3 Eal . G %
it (x=9)¢  (z-2)®  (x-p)7] (z-2)® ]

en verder, dat, wegens de Lipschitz voorwaarde, die f vervult, de inw
tegraal b d

£(4) = £(x)
\J/ (x—t)3/2 o

a
convergeert, ¥
7ij krijgen dus-KJ/ £($)at J/fﬂt}— ffxg it - _28(x)
1)/ 2 (x=1)3 (x-a)*
Om de meer £} 5emene divergente integraal
;xf dt
(x= t)P+2

te berekenen, ontwikkelen wij eerst f(t) in een recks van Taylor in de
omgeving van x

f(t)= £(x)+ £'(x), (t-x)+ f"(x) ﬁﬁ:él_ F oeeedt f(p"1)(x) LileTTr + RP

waarbij R¥ = f(P).\x + Q (t- X)} L§%§LE

‘Verder berekenen wij de eindige stukken van de integralen

g 1 . 1
= Y T e
[ e ST e

zodat

fﬁ f(s)av  _  _2(x) = 1)p“‘f(P"1)(zl
(x=t) %~ 7 (pod) (x-t)P"P T (p=1)! A(x-a)?
X

* ()
f RR()at
J (X~t)p+

cn de laatste integraal convergeert.
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Voor de functie g mgeten wij dus nemen: -
cx) = L) EENxey) (=P f(P"ﬂ(x)(x DLl
p-% (p - 3/2) (-1 % '

et is direct duidelijk, dat de additieve eigenschap van de integralen
ook gelden voor hun eindige delen, zoals

en
Jf+g jf+ 4 8.
a

Het is echter belangrijk op t¢ merken, dat men met de waarde van de
eindige stukken voorzichtig moct zijn, zie

X

7oAt 2
.) (x=t)% X=-2
a

Een belangrijke eigenschap heeft betrekking op de differentiatie naar
de bovengrens X

Men kan n.l. naar x differentieren, maar moet dan niet de bovengrens
meenemen, daar deze uit de uitdrukking voor de divergente integraal
is weggevallen.

Dl Few et b [ um Frwar 2 f(_y) }
ox [ (x— 't)3’/2 (\X ) Y‘!Xf (X-t)B/
&

lim j_/“’ft)d'b £(v) 25 ()
y» X o (x= t))’ (x-y)j/2 v& -y X‘-y)3 2
rfg‘c)dt

(x- t)) 2

Indien p niet een positief geheel getal is, maar nul of negatief, is de
intcgraal convergent en is het cindige deel juist gelijk aan de waarde
van dc integraal.

Ock integralcn van de vorm J[’—iil%Sfﬂ ¢ waarbij O <f“ < 1 is, kunnen
(x=t /

op deze wijze bchandeld worden. Ook voo?/ﬂu = 0, dus voor integralen
van de vorm
f(t)at

e
( t)P {(p guheel)
Ko

nan men door logarlthmlsche termen toe te voegen een eindige waarde
wrijgen
&) + g1(t) log (x=t).

(X----'l:)p“1
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Door cchter termen in (x~t)"(P"?> tou tv voegen, kan men hier het
eindresultaat beinvlocden c¢n dus een waarde krijgen, die niet meer one
dubbeclzinnig door de oorspronke¢lijke intcgraal is bepaald. Wij beper-
ken onze beschouwingen dus allcen tot gebdbroken exponcniin.

3.6. Het eindige deel van mcervoudige divergente intcgralen,
Vij beschouwen nu het geval van cen ruimte intoegraal

f(x,y,2)
// (5,5, m) P T
v

wasrbij cun decl § van het opvervlak , dat het volume V Dbegrensd,
gegeven is door g(x,y,z)=0, waarbij verondersteld wordt, dat hierop
feen singulier punt van het oppervlak ligt en dat voor een naburig
punt de afstand tot het ovpewrrlak van dezelfde orde is als de waarde
van g. Indien verder gegeven is dat (%%%) £ 0 is, dat iederc rechte
evenwijdig aan de z as binnen v het oppervliak S onder cen cindige hoek
in slechts één punt snijdt en dat de verdere begrenzing bestaat uit
cylindervlakken met beschrijvenden evenwijdig aan de z as, afgesloten

door een ander oppervlek S3', dan geldt volgens de definities

P T T—y

o 7 ' ¢l z
/ /. / +3
; Z/.; g(x,y,z) P

i

O+8
o elx,y,2) *

, T g
7 £ dg
dXdYt \/ T e
Jgf l g1p+3(z~z1)P+e
21

In dit geval is (e definitie dus teruggebracht tot de in de vorige _°
paragraal bechandelde definitie van het eindige stuk van een enkelvous= ‘
dige integraal. Wij kunnen nu direct een methode aang en om dit ein=-
dige stul: te bereckenen door een oppcrvlak T aan te geven, zodat daar

G = {(x,y,z,‘{; ) 7
waarbij X’met ¢ naar nul gaat, bijv. tj,“,*m*
l

In dit geval berckenen wij eerst

p— i a5 .

|
!
; ]
| Do
f 8z J T

dxdy J/ : | ,z+;._/
+ + ‘ Y
// 7,810 (2=2)7F |

. , . ¢
waarbij z = Zq * ; een punt is Z, J
van T en ontwikkelen naar £ .

Trekken wij dan een ultdrukking van de vorm

h{ﬁ ) ) ho+ h1 & +e.%hp_1 £
P-z b~
& &
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ven de integraal af, dan zal in de limiet voor £ 4 O het eindige
stuk ove:rblijven.

Deze vorm wvan de definitie kunnen wij direct uitbreiden deor in
de ruimte nisuwe codrdinaten in te voeren, Dit ¥an zells in een ruimte
van =~ dimensies 11...xn, waar S' deel uitmeakt van ecn opnervlak
8(Xqyses Ty ) =
Voer dan nleuwe cobruLnaten in )\ qrene /\n.'!' /\n = g, zodat de i
functipnaaldeterminant niet nul wordt. In dat geval ocnijden de krome

men /\ = const,ees )‘nu'l = const,

het oppervlak onder eindige hocken. .
Nu veronderstellen wij verder, dat f; regulier is, ev.nels de bijlig-
gende begrenzcende oppervlakken en dat deze fs onder cindige hocken
snijden.

Dan is:

T
/gp+z Axqpeeadx), = \ // P2 Je d)‘f'—"GMn 198 =

j/dA ....d,\rl1 f—-ﬁgz—- ag,

cn wi! tevelengu het eindige stuk van deze laatste integraal door niet
tot aan C nz2r tot T, waar g = X te integreren, daarna een comple-
mentaire tern --]f“— toe te voegen, waarbij M een reguliere functie van

,\1, X2.... t ‘11-1 el X is in deze functie M zodani = +te bepalen, dat
de limiet wvoor 5 - O eindig blijft.
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3.7. Oplossing van het probleem van Cauchy volgens de methode van Hadamagg.
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Het probleem van Cauchy voor een gegeven differentiaalvergelijking

in ons geval
LP) =Pt By~ Pror= © (1)

rlangt een oplossing QD te bepalen, indien op een gegeven oppervlak
S (waarvan wij steeds zullen onderstellen, dat de normaal continu varieert)
de waarden van QD en haar afgeleiden omgeschreven zijn (waarbij deze na-
tuurlijk voldoen aan de voorwaarde @ Q‘zfexdxa— ?ydy*' ?z‘dz voor leder
tangentieel lijnelement). Dit betekent, dat naast ® ook de transver-
sale afgeleilde fbv is omgeschreven op S .

Wij beperken onze beschouwingen tot een deelgebied van de ruimte en

wel een zodanig deelgebied, dat de één blad van de karakteristieke kegel

jﬁ door ieder punt P uit S een stuk SO snijdt, zodanig dat door S0
en de kegel een deelgebied van de ruimte volledig wordt begrensd en dat
nergens deze kegel aan SO raakt. Een elementaire oplosdaing van de ver-
gelijking L(QQ)z 0 wordt geleverd door

1. L . (2)
® 4 \/(15-1:p)2-(>c—xp)2—(y—yp)2

Toepassing van de formule van Green op het geb d, begrensd door de kegel
f~en S, levert dan, dat iedere oplossing QO van (1) moet voldoen aan

({2 2 -2 (o

T (3)
[4S,

waarbij 'v de transversale differentiatie voorstelt. Indien wiﬂ_echter

de integralen in (3) nader beschouwen, blijken ziJ echter op te di-
vergeren, omdat aldaar r= O is. Het zal hier dus nodilg zijn te opereren
met het begrip eindige waarde van Hadamard. AP
“1j beschrijven nu binnen het ruimtestuk een niecuw |
oppervlak bestaande ult een kegel Jg'gegeven door
t-t_=r
x-xi:r(l— )cosTy
y—yp=r(1c )sin.J.
waarbi j ovevﬂ;-;}£=& een kleine grootheid is
en afgesneden door het gebeid SE dat deze
kegel uilt S snijdt. De groothcden r,t{ EHIr&




> -4

beschouwen wij nu als nieuwe co¥rdinaten, Verder snijden wij de top nog
af door een plat vlak Dr = 'F .

De transformatieformules geven nu

' § “

= -%—D-E + T{f .(17(; Yeos ¥V + % .(1—/‘»)3:}4'17/~

A
- —3);-,-;- .v cos ¥V _T?y . T sin?).

— = -r-(l-/u)sin ’P9 3 % +r~(1~/h)cos’§ . BD—? .

zodat N ) S
1 ) o sin ‘7 ¢
= - — cOs =
r 0 1- I '
_ 1 2 cos } 3
= + z - sina 3 = ~7F

 ,1-p 0

5t V7 I

Langs een beschrijvende van /“g, dle gekarakteriseerd is door (12 =const.
.eef‘t de normaal de richtingsgetallen

cos’\;:sin ”}:-

zodat de conormaal de richtingsgetallen

cos ¥ : sin ¥ (1-€)

Yo Ser v ‘1@‘13}
ke =<l :1 ”:1“)? N
] i

heeft.
Verder is op é; het oppervlakte-element gegeven door
‘M__‘_____*ﬁ
40= -dr. ) 1+(1-&)2. p(1-5).a?
1

en de functie — heeft de waarde
2 1 - 1
h"‘—‘—'—‘-ﬁ——-
~ £ . \/1-(1-5; X » Ve (an 5}
Op /¢ 2ijn de integratievariabelen r CP loopt van O tot 2 w

en voor elke 7 loopt r van & tot r{( P, £), waarbij r (),f) bepaald

.or'dt door het punt, dat het meridiaanvlak, behorende bi}] ) uit de

doorsnijding van /; met S, dile wij C;g zullen noemcn,insnijdt. WiJ kun-

nen dus op C £ %‘ als parameter invoeren en merken verder op, dat

r een continu differentieerbare functie is van VQVOOP alle waarden van
. De bijdrage van r tot de oppervlakteintegraal is nu:

27
/ / 44.,&+._.1.<,¢.,15‘464-f)£ }
4 ab, "7’ e
F[.a-f)

e.,m}w— fm - f”c—//v‘}fj L) 14€)" oty =

Ivfr-5)

‘/fﬂ*é‘) 1}/7@}[' %’.‘__) /?’x"‘”"“}’/"“’“*“Pr/fijﬂw)m_
,{ P ALy Ce‘ j

Het blijktv dat, zolang 5" eindig blijft de integralen ontwikkeld kun-

nen worden naar positieve machten van § , zodat na aftrek van het on-
eindige stuk A een vorm overblijft, die in de limiet van &-0 naar

Ve




qul gaat en dus geen bijdrage levert tot hev eindige deel van de inte-
zraal. De gehele kegel @f levert dus geen bijdrage tot het eindige deel
van de integraal.
W1J beschouwen nu de integratie over het vlakje D, gekarakterisserd door
r=1", £ l, 0P 27,

Hier 1s de conormaal langs de t-as gericht,

L N

2y T Tt T "% T T T T%/o

het oppervlakteZlement is

~32.(1—/0).d/1.d o

1 _ 1 - 1
g er-l—P)gv YV}* 74)
dus _ JI#H) 3 /
w é‘ r ?,}J /2"" / g/l(z ﬂ' /- t'z/&é/?(f'f‘}s/l

!% bijdrage van D wordt dus

s e NP
”’/Q@ T ‘57%:;7) - L 2 Rty

Het 1s duidelijk, dat in 1en ndlge afgeleiden heeft naar X, y en t
in een omgeving van P, dle ook D bevat, dat de tweede term een conver-

en

gente integraal naar levert, dile in de limiet vooran*% 0 verdwijnt.
Wij hebben ons dus uitsluitend b621g te houden met de eerste integraal.

d/ﬁLz(qqﬁ/;%'%/ 90/ ¢4/4

/u
Indien wij schrijven QO ( ly)m

@(O 1})+ /2 %) Q’/ Z% conver-

geert de integraal behorcnde bij de tweede turm en bovendien is

2 @/1( é,/*,+)=~0/“fgx.cos@)“+ﬁ'ﬁysin’#f'

d.w.z. deze integraal gaat naar nul voor O —0.
Verder wordt de eerste 1ntegrﬂa1

- gﬂfo d) d / ‘3/7(27«4}% dpe

Stel 1- M= A», dan wordt . - s ,
' l-p,

/“‘%1/ i1 ¥ ’u// e [W A

dct eindige stuk van deze integraal wordt dus:

/f”'gp/,,,qf/ A

indien ODP~>O gaat, nadertgbv (0,£%) tot C?]?, zodat wlj als uilteindelijke
bijdrage van D vinden 217 Qb

Tenslotte rest ons nog de integraal over Sg . )

Hier voeren wij als nieuwe co8rdinaten in de grootheden r ,ft en Vv

en denken ons r(/u als vergelijking van het oppervlak in de nieuwe
co8rdinaten. Bij de rand wordt echter de eerste der integralen uit




divergent, =zodat hier spccisle zorg nodig is. De tweede integraal con-
vergeert steeds, zodat hier geen aandacht aan besteed hoeft te worden.
Voor de eerste integraal beschouwen wij de functie

Pxye)e Pl o7 f

dle, in een omgeving van de¢ rend cen continu differcnticerbare functie
is van x, y en t cn dus ook vnn/A en
Dan geldt in deze omgeving D¢

Hp 2 w15 o)
RN RN 4 B AR A A e R

M

wgarbij 0< B4<1 en ——.5,—(: continu is.
Verdeg is y p 9 , ’? 7})
e, v J_ - T2
TR R 2 P

waarbi j R(/{ 7’) een functie is, die ook voor /u =0 eindig blijft,
.Iicrult volgt, dat de integraal

A0t
waarbij K— L‘ﬁzr (0, ”‘9') 0, "p}convergﬁ,ert

W’LJ mocten dus nog apart beschouwen de integ aal

j/é%\/»d’o flé »,/(7’)0'1)} ;vz

waarblj dO het oppervlakteilemcnt, indien da, snijkrommen van S met de
vlakken ﬁ =¢const, en //. =const. als Gaussische coBrdinaten op So wor-
den beschouwd.

Nu is

D 1 4o - /(3}-4}4«: —{;—br?{)d/)

LA Pa
Do (fox)t (g -us)+ nftein) ...?3"_"

N4~ o =100 1)

aarblj d W de ruimtehoek is, waaronder het oppervlakte¥lement 40 uit
P wordt gezien en R de Euclidische afstand tot P is

Re ((1-t)24(xox) 20 (3-7,) 2.

Uitgcdrukt in de coBrdinaten ”’en /-&wordt
Ay = - /l“ﬁ/éf/u 6/7’"-~ —
terwijl t /”‘({*ﬂ’;\

R=r{f 1+(1- );

P

=p l-(l-r
De in’cegr" 1 wordt nu

f@[ /wvwfw‘/%%
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Stel 1 , dan wordt - / I~& ;-
AR L0 S o7 - -
L%-‘-’t—u % (o7 TN NIRRT

zodat het eindige deel van deze integraal de waarde -1 2anneemt en wij
dus voor de bijdrage vinden

/ G4 2 /07)e ) 99

Wij hebben dus voor alle waarden van T gevonden een identiteit van de
vorm

—*:A% +B 9/+C+O(2 )= 0

die oplevert na vermenigvuldigen met 27// dat in de limict A=0.
Dan volgt echter ook. dat C=0 is, d.w.,z. uilt du identitelt leiden waj
utn betrekking tussen de eindige stukken af. &

® e ([ BT o K40 [ (r AT

of, in de notatie van Hadamard

AT (dj{?av Twa“gf‘w

voor een oppervlak, dat de karakteristieke halve kogel met P als top
afsluit.

Deze batrekking geldt voor iedere oplossing van de golfvergelijking,
zodat wiJ haar kunnen gebruiken om de waarde van ?b‘in P uit te drukken
in de randwnarden van CF’en hzar afgeleiden op O.
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3.8 Le methode van M.Riesz voor het prcbleem van Cauchy.

-y “

2.C.1. Principe van de methcde.

Fen andere wijce om het resultaat van de vorlge paragraaf te vin-
den en um het begrip "eindig deel" van een divergente integraal, zoals
dat deor Hadamard is ingevoerd, te defini¥ren, is gegeven door M.Riesz
(Acta Mathematica, 81, 1945, p.1-223).

T

Wi bshandelen hier niet het meest algemene geval, maar hervinden

nu vo.rens de methode van Rlesz het resultaat van de vorige keer.

W1j beschouwcn weer een oppervlik S en een deel van de X,y,t ruimte,
zodan.,; cat ecn blad van de karakteristieke kegel {7 door ieder punt P
van dot ceelgetied door cen deel So van S wordt afgesloten.

Or et gebied GO begrensd door " en SO passen wij dan weer de

stelling van Green toe

T el -¢ L) dhfﬁ - e jao (1)
\40 .
geldix voeer recer wany functies 9} en fb (die aan de nodige eisen van

Jiffeccniieerbaarheid voldoen).

-~

D= slezmentaire cplossing, die wilij kiezen is
‘

LA (2)
P V{f—t )2 (x-—xd)i (§~Yn \
v

Z1ij ge=:'t =chter aanleiding tot ergente integralen. Om dit te voor-

komen, "oschouwen wij eerst de functie
oL g

fo 2 f‘ !
waarolil 0(;?C¥g en &, een zodanig positief getal 1s, dat substitutie
in (1) nergens aanleiding geeft tot divergente integralen. Op deze wijze
ontstaan lirss en rechts in (1) functies van ¢ , die voor o() Xgana-
lytisch zijn. WiJj zoeken nu de twee leden analytisch voort te zetten
naar e=n uitdrukking, die voor ¢A =0 ook nog analytisch 1s en verkrijgen
op deze wijze de verlangde identiteit.

w1,8.2. De definitie van Riesz voor een enkelvoudige divergente
integraal.
Reisz stelt 1
ASTOREN fﬂf}(x " X3>a (1)
Dit is voor Rec¢tpGeen analytische functie van «&X .

v
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Indien echter Resx ﬁé 0 is, kunnen wij door analytische voortzetting
gemakkelijk een waarde van ;fmf(x) toeltennen, indien f(x) maar een vol-
doend aantal malen differentieerbaar is. Door middel van partigle Inte-
gratie vinden wij n. 1 direct de identiteilt

X
J™ = S‘rﬂv\(xzw) b ko) 2 ¢(0) (x-t) et =
ﬂW¢1 F mM) nwrﬂa
-7
o &xtn-1 (2)
= kZ L@___.,..,(x*a)m*kq- * S‘; (t) (K-1) ! ct «
2O Mioeaka) (x4 1) P4
i ~ k) o+ K

= .$-- _.____LGL.. o) *JWH‘IQ(M‘)

die een analytische voortzetting mogelijk maakt tot Re & )—n.

Op deze wijze vincen wij niet direct de uitdrukking van Hadamard
voor hnet cindige stuk van de divergente integraal.

'Daartoe “tellen wi]
-1

P = >__ ( (+- x (3)
=
en merzen op dat
| x oo X .1
Ty = g%(t‘;(x—t) dt=_1 S{(ﬂ«r»‘?‘mg(xﬂt) et +
(e 4 X (= a
+ _ - J |
T R CILS S
of wel 1%
NS g oy n-1 (k) X - C‘) e
d7 v 2 '\‘ 150t *T’(t)({»t) At « Lo > - ‘ ( | (4
: \K.{:. < WCX) Ko O (k-&*@(_} K 4

Door (X -iv+z en n=p te nemen, vinden wij direct de formule van Hadamard

(onder 2-r tildz . 19).
Verozy merken wli nog de bijzonaere waarden

LK ) (5)
i G = €7

Ock de rerel voor de differentiatie naar de bovengrens is nu zeer een-
voudig 27 te leiden.

Immers. veor & =0 geldt:
St
o 0T e v _d Sg{, wet) it o
’."’)/ - g(xl Ci\)( r(@(‘i’?\ ( )( |
o ) (6)
S‘ﬁﬂ#*)dt¢d I

en deze regel blijkt direct geldig te blijven bij de analytische voort-~
.zetting volgens (2).



3.8.3. Bewijs van de formule van Hadamard voor de oplossing van het

problezm van Cauchy.
Wij gaan uit van de formule van Green, toegepast op een oplossing

SU van
L<9J)397XX * Loy =i = C s

=P Lt X e (y ey}
C . | -1 AVe § D & e ‘ b
éw[r(e Jovs Hip2p- o™ 2e s

e + S,
waarblg G\ het gebled is, begrensd door de kegel ‘*P en SO het stuk dat

het ene olad van V— uit het gegeven oppervlak s’ afsnijdt.
Allereerst is ‘

en

x-2

%(P >“("f")? % ~-(Of»1)p“’3(x*xv>

ZCZ.,&(F“’\ = -(,;m)P"‘Y‘ - (era)(ex-3) (X~ Xp) qugg =
(o) [p% (or-3llxexp)”)

"

2 SN = @R (a8 (y-ur)]
% (POM) =+ (of. 1) Pa‘s[ Pa* (ex-3)(t »fpf]
zodat

.[._ ( PV\“‘, = .»(0(.,1\[3 [3? + (0( 5)? }“ “(x(u “\ e -3

Indien VLI Cho ne J\> Stellen, zien wij dat op \ pe waariD =0 is,

} zowel L P ) als £3p , die een lineaire combinatie is van afgelei-
den nasav i,y 2n t_nu¢vz13n, zodat nergens singulariteiten voorkomen.
Wij vindean dus als eerste resultaat voor Re 0(}» 3 de identiteit

| v &X-3 o1
~oxiee 1 gL el SSW"E "P *‘Q‘K”‘S
S
omdat §-P geen bijdrage tot de oppervlaktelnteg“aal levert.
Orie taak 18 nu beilde leden zodanig om te vermen, dat voor & =0

zinvolle witdrakkingen ontstaan.

Daartoe voerea wij weer de cofrdinaten r;/x en ;) in
t -t = v

F e
X = Xp o= 1/@1; cos A

Jy - '&P = r(l- ) Sint\)

waardoor het linkerlid wordt
QW 1 Yo

55 S;D(’ta/u)() dV

A.F. T - &'(0(* )
' ‘ Sn(J f«Ltﬂ 15



en het volume-element is

(17(1)&:39 (h/u)S(nﬁ 4 \

GV = ':ixcigd’c; ¥ Cos 9 reind A “(f‘ 9=
|- (1-p) 3in 3 r(':./u)CosS 0 \
i g s ——— 3 . v
en oo W’(ay“) = PPl dpedd
zodat wi] kriggen ro 4 oa-3 @%l/
4“6‘1’ Y 1 Sd«l C(/J&?} Vﬁ/u)r /.( 2 (2—/‘4) “(3*—1/4)0(1”
Parti Lle integratle naar levert
2ox gdf}gfl/»e .(2-/4&) 4/4 S })(rﬁ/u l‘mvd\ =
oW © C’(—3 " n
> a(\,gc g (a/q}”a' ?(c./ (1 %S 9)(\ N} u)w dx
(’)3 Y‘n( 9 .
2o\ dl \ 1t T (2- 44 1- u\ga r dP 20¢ Jff.’l vt\fi Y }G‘G
SS 2, C —/% éai}/( (\}’/“&;/A
Gebruik maken van de eigenschap, dat
JO £(x) = £(x)
kunncn wij nu de analytische voortzetting tot (X =0 uitvoeren en krijgen
dan vocr het llnkerlid ot 1 s

:\u " 7 (19l Lo p)- Qfdgg/“ g (W (3/“>‘“"‘”

teer 11 Je laatste term wegens de factorgx O geen vijdrage levert.
Nu ls verder in P

b Y _ ,é@., Cos 3 J rsihdl = 0
f;;;’ﬁ.}ro“% S ;)‘7?' 4

zodatwi) ten slolte all@en overhouden
4

,2‘!’(} ,f /:z,..,u) (Hf/t o(/u-.:}I"/OJPLM {«'w) J*Qni/OJP

Q
Verder leverti Je term met gjk in het rechterlid voor & =0 wel een inte-

grand, 4die pilsatoelijk oneindig wordt, maar geen divergente integraal.

T cerm met ¢ in het linkerlid kan geheel voliens de methede van
§. 3.7 norlieird worden door en ;3 op SO als co8rdinaten in te voeren.

B \[a; 40~ {f W(ro.sya)a% P 0 =
- 2¢. 0
= (1.—«0{) 55 SV (VO‘S‘/(J) , ("}S) -arf?/ '/P O(O

& Y
Maar wi; hebben gezien, dat ‘9
) R3 L w)du o
ar f3 ? yﬁ(gf/g 9@




- %2 -

zodatwlj vinden
rR au

1
o . 1- ) ofuotd N D oA dhad
( 5 SPU" K /((AS/%W&( e > (1~ ).;, 6?’(6- )

waarbij A.me?/LL samenhangt volgens

A ?’/Lc(27u)'

Nu is di m 4 i Pha o o~
(1- o) ES P(%.3,0) r,;?;)as S A5 +[1-%) 5 S{(})(ra.ﬁ. Ay, (A *P(‘L-Qo)ro'za)}«\ ;Adﬁ.‘
an 0 oo ]
= SQ) .90\ v, aﬁ) 1..oc)'mJ1 N el - ?(rﬁ ﬂ)l‘(o)i/\q ;Xdﬁ
00

Indien wij opmerken, dat

1 @yv g - pln0y) £ Cm £p

zlen wij dat de tweede integraal convergeert.
Het blijkt dat wij nu het vroeger door Hadamard afgeleide resultaat
teruggevonden hebben.

TP, = \ gggﬁ)&%i .l g,gslczo

Opmerking. So eor
Bij de hier gegeven afleiding blijkt, dat de operaties alleen betrekking
hebben op de integraties naar r en naar/li .

Hicruit volgt dat een analoog resultaat ock voor de m+l dimensio-
nale gelfvergeli jking

/Q)H '*,}DX,X}" ) ﬂ/xn."’m =0

geldt met de elementaire oplossing 75
m -
Vo w L1t O = %)
Y (t- - K
SR LRSI
De niecuw= covrdinaten zijn dan
t - tP = r ‘9
X, = X,p = ril-AL) cos
1 1F 1
Xq = Xnp = rtli/u) sin cos :9
2 2P ;?
Xz - Xzp = r'(l/a) sin ’31 cos ,9 cos

—

_ - - - _ .

en de integraties voor jal... ﬁzn-l leveren geen divergente integralen op.
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ter dan die van het geluld bLewegen.

Wij nocmen deze snclheid U cn duiden de peluidssncelheid aan met c.
Noemen wij de snclhcidscomponenten dic het draagvliak extra aanbrengt in
X (richting van U), y en = richting van u, v en w en veronderstellen

iJ, dat deze klein zign t.c.v. U, dan nemen de vergelijkingen van Euler

ut+(U+u)uX+vuy+wuz= - ? S

T T ] 2= e —L

Jt+(U+u)xx+vvy+wxz §:py5 (1)
! . T A

wt+(U+u)wx+va+wmz i.._pzu

bi] verwaarlozing van termen van ¢ tweede orde dec vorm aans

1 1 = - L - . l;_” s
1t+JuX ;vpx ? " x

— |
wt+wa
terwljl de continuiteitsvergelijking wordt

?t + P(:K+Vy+wz)Uf3X = 0 )

P

|
H
Dl
ke
£
I
T
-0
N

/

‘lndien de stroming rotatle is, bestast cen snelheidspotentiaal \P s zodat
= = Al W = !
u Y’X’ v \?Jyg W g(,’: (4)

Uit het eerste stel vergelijkingen volgt dan:

L?t * U‘fx = - r;fglﬁr; =

waarblj £(t) een willekeurige funct

(3)

van t,die nul is, indien in

S
{3
+
By
-,
-
<

ot
pode
&
[
ol

3

het oneindige de stroming ongestoord is

7,

®

De continuitcitsvergell jking levert dan:

{ <
1 %% i . 5 - -~ TS .
- = W, + Uy A + Af A e e e ([ e =
02 ot ( ft v %x) T Txx vy Y2z ;? cX \; e T U fx) ° (€)
of
(M) +p + @ =l L. . =0
TR T fox %yy %Ez T TE Ykt T T %“tt - (7)

Deze vergelijking kan voor de substitutics

= Ax

N sl
LI
Ced
=



getransformeerd worden in Jde goltverpeligking door geschikte keuze van
¥, \ o “M B
L’x: A (f& w>/4 (#EM
kﬂctz <A KL .
L T 2
fxx A fw =AM P B et

L{t £~ K ('Fd-
«,g . 2, |
-1,  * £ Yyt Lf)gg 2T - L,\ P U\ sp?;c*

C

+ %k (ML— ) ME “W ﬁfﬂ’ kL SQ%r

il

Indien
’) _ 1 = X
= ==, s 57 e
M-1 Vme-1
oY -—.;—-—-—‘ .
K= c¥m -1 To oo YEore - ___z?mgzx
; Vi1
= T
\ Mo-1

wordt de vergelljking in de nicuwe cordinaten

-fﬁ% +(%Vﬁ q*\ {fC*O
d.i. de golfvergelljking.

Op het draagvlak moet de normaalsnelheid van de beweging gelijk
zijn aan de normaalsnelheild van het oppervlak, d.w.z. op het draagvlak
is de afgeleide gg‘gegeven.

In de gelineariseerde theorie identificeren wij het dunne draagvlak, dat
onder ccn kleine invalshoek met de stroming staat met zijn progec%ie op
het X0Y-vlak en de normaalsnelhelid met de snelheidscomponent w = %%.

Wij krijgen nu dus voorgeschreven de waarde van yﬁz op een zeker gebied

A van het OXY-vlak en wel aan de boven- en aan de onderkant.

WiJj kunnen nu, zcnder aan de algemeenheld te kort te doen, deﬁe gegeven
C%

: . A
waarden van Eéprlltqen in eegn symmetrisch deel, waarom dus LEE)+ -%%
3 v
A Ee - ., ___"f_ = (W
en een antisymmetrische deel, waarom (uz)+ (EEQ_

Het eerste geval correspondeert met een draagvliak zonder dilkte, het
tweede met cen symmetrisch draagvlak. Uit de probleemstelling volgen
dan verschillende symmetrie-~cligenschappen van de oplossing.

In het eerste geval is ggeen oneven functie van z, dus (f is nul
overal op het OXY-vlak, waar zi] continu is.



Het kan worden aangetoond, dat or cen pebiled achter het drangvlak is,
raar %3discontinu ig (de discontinuitelt in gz aan de achterkant van

het draagvlak wordt "door de stroming meegevoerd")en dat begrensd wordt
Joor twee lijnen evenwijaiis aan de X-a2s die aan de draagvlakcontour raken.
In vecl pevallen speelt dit "zow” in de supersonc draagvlak -teo fg reen ro.
hoetgeen een aanzienlike vercenvoudiging levert in vergelljking met de

subscne draagvlakthcorie. Wiy gann er daarcm cok niet verder op in.
0

. . - . v o~y N ( -~ -~
Ovoral elders in het XOY-vlak 13 4 =C, In het tweede geval 18 5%-wancn,
i

dus fP cen even functic van z, d.w.z 23 = 0 overal bulten hetv draagvlak,
Hier treedt cen dergeligk discontinulteitsgebied buiten het draagvlak
nict cp.

Wij hebben nu dus (afgezien van het zoggebied) overal op het OXY-
vlak randvoorwaarden vastgelegd. Voor wij er echter toe overgaan de for-
mule van Hadamard toc te passen, zullen wij cerst de optredendec termen
orvsisch interpretoren, teneinle een meer aanschouwelljke voorstelling

vin de speciale merites van de oplossing te krijgen.

rronnen en dipolen in een supersonc stroming.

Wij beschouwen cerst het geval van een stationnaire stroming,
aarbi] { cnafhankeli jk is van t© en dus moet voldoen aan

2 A , «
- (M -1)g)xx +tyyy +(Pz~ = 0,

(. in de nieuwe coBrdinaton

L karakteristicke kegel door een punt P is nu
L L2 . 2 . 2
(S")P) - ('/}_U‘P) ”(E")P) = 0

¢n haar beschrijvenden heten hicr de "Lijnen van Mach". De as van de
lremel is de 1lijn coor P evenwilgidig aan de x-as. Onder een supersone bron-
stroming ter sterktc 7 verstaan wij dc stroming met een snelheidspo-
tentiaal

T - & ——
(== e voor BSOS gt §p)
i R (N =357 VM - ’ )p/’v ’

H
O

o § =S, -l

dic dus alleen relel 1s binnen de kegel van Mach.

\llercerst bewijzen wiy, dat het cindige stuk van de integraal, die
de flux per seconde door ¢en opperviak ////

cat de bron omsluit voorstelt, gellijk
is aan T10~ . Merk hiertoe op, dat de
sn=lheidscomponenten binnen de kegel

.

van een potentiaal = f’



w

]

u = f = lf — *_._#.‘.L...____, - ( x - ’) é"w j‘( ~ . !:,“

* f VMR L B 3 -
. _ - o /7 1 - , ‘ ) w -3 1. PN
Py I e s e )

. U I B e

Y. = Yﬂ)t —— = - (% "’)3‘(" (ri ‘“)

= J VW?TWI

ndien vl d@ bron in de ocorsnrons rlaatsen, Terwijl zij buiten de kegel

Tughte o als onpervliak kiezen wij een stuk van de kegel, afgesloten
ur een sluitvaink § = 3.

De flux door het oppervlak 1s dan

oy

JJ v.n.do,
als N de naar bulten ger.chte eenheidsnormaal voorstelt.
Op de kegel is glz 0, zodat voor o) % de bijdrage van de kegelmantel

-
[ ,

/3 fu.n + v.n. + w.n % ac
j X y z

J

o

nul wordt.
De biljdrage van het sliuitvlalt 1is

b ffﬁgu:‘g"f’”}: ~ Q‘__:_’_)% j{ eyhlr.o{r,/lé_

Ve Sl Vit

'3
)

L
indien wij in het sluituvak noolcodirdinaten invceren
‘ = r cos Gf
> =7 sinty
Ian wordt de integraal -
o3 )..%

~ %
/ ) 4 2 r's /‘
*lildg*ﬁfj 3{% wrZ} (M=) Fdr
I
- (X e Y
= “_(x_gg.zfrﬁé (Fﬂl“ﬁ) I,J,./$) T _ TG N
/ o -1 3«'
Voor X =0, dus voor de zuivere bronstroming wordt dit - 27(01
Een dipool defini&ren wij als het stromingsveld daqgntstaat als van

twee geliljke, maar tegengestelde enkele polen de onderlinge afstand in
een zekere richting naar nm:l gaatv, terwi l het product van afstand en
sterkte constant blijfi. Voor een dipocl met as in de z-richting wordt

dit dus o QN
\.]0:.: __b_... -a-’—/—/—f——'l‘j“ = =4 .= DA
Sz FVH-* NN (35

binnen de kegel van Mach en Lf: 0 Luiten de kogel van Mach.
De formule van Hadamard

_ ¢ oD dy
o =) 1954 - 55 5540

kunnen wij dus zo interpreteren, dat wil] de potentiaal in een zeker punt

verkrijgen als som van een belegging van het oppervlak Smet dipolen ter
sterkte QOen.asrichting gelijk aan de richting van de conomaal en enkele
polen ter sterkte %fﬁ. Wij beschouwen nu het symmetrische en antisymme-
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trische geval afzonderli jk.

a) Draagvlak zonder dikte.-

¥ij beschouwen een draagvlalt van
‘11.llekeurige vorm en merken aller-
~2rgt op, dat het XY-vlak, waar de
f?arden van oféﬁ? (die hier met (
Ot )
Eg-samenvalt) gegeven zijn, de ke-
gel niet afsluit, zodat wij de
stelling niet zonder meer kunnen \

toepassen. Daartoe wvullen wij het

sluitvlak aan met een oppervlak,
bestaande uit de omhullende van al-
le kegels van Mach (achterwaarts)
door de voorrand. Uit physische overwegingen kan worden bewezen, dat op
dat sluitvlak tf zove als %g’(de differentiatie is een inwendige dif-
ferentiatie, daar het oppervlak uit karakteristieken bestaat) nul zijn.
Zo verkrijgen wij de formule voor een punt boven het 0XY-vlak

2Tgp .:}f/{% %F ~(%§)¢.é_}&0 ;

waarbly) 8 hier het deel van het OXY-vlak voorstelt, begrensd door de
oyperbolische doorsnijding met de kegel van Mach en de doorsnijding van
het sluitvlak met het OXY-vlak. Dit Lehoeft niet de voorrand van het
cCraagvlak te zijn, zoals wij zien in het geval van een driehoekig draag-
vliak dat binnen de kegel van Mach door de top

ligt. Verder passen wij de stelling toe op

het gebied aan de onderkant, begrensd door de
kegel van Mach, dus P en het onderste deel van
het sluitvlak. Dit levert

o s . <o Dem———ign 1

ff Lf)’)’i;“f"(ﬁ) o0

Door opteflen van deze twee identiteiten krijgen wij

T = f] [l 92 4~ 1(3),4(38) 190

en door aftrekken

gz 100 - 1134 G- 4140
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MATHEI'ATISCH CTNTRUM,
2e Boerhaavestr. 49,
AN STENDAM-O,

Cursus:
l“ethoden de:r mathematische physica.

Deel II. Te golfvergelijking.
door
Dr 2. Timman.

3-10 De cruikverdelins op een rechihoekige vlakke pla-=t in supersone stro-
ming.
‘1j passen d§ voorafgaande theorie nu toe op het geval van een recht-
hoekige vlakke plaat, die zich net een constante invalshoek met supersone
snelheid in een richting loodiccht op haar voorrand beweegt.
' In dit geval is o~ de »nla. % w(g U +0) = w(g ,7, -0), de verticcle
snelheidscoiinonent v een even functie van §J terwij de snelheidsvotentiaal
.99en de snelheidsconnonent wu, die de dru: bevnaalt oneven functies mijn
van 5 . Beide zijn o» het draagvlak discontinu:y9(+0) = ~jD(*0) en-y)zelfs
in het zog er achter, dat echter in een supergone stroming geen invloed
heeft op het draagvlak.

In het CXY¥-vlak hebben wij dus de volgende randvoorwaarden voor de
functietf(g,q,g):
P C«€x <a

_ (28 _ (29 -
99= u = O buiten deze rechthoek. i1j passen nu de formule voor de som van
blz. 37 toe en vinden dan veoor de potentiaal

Po = |- 1 wGalsE

waarbij D het gebied is, dat de voorwaartse kegel van Mach met  als top
insnijdt uit het 0XY-vlak en dat achter de omhullende van de karakteris-
tieken door de voorrand ligt.

Op het draagvlak is w gegeven, echter
niet in het wigvormige gebied, dat begrensd
wordt door een zijrand van het draagvlak en
de karakteristiek door het bijbehorende
voorste hoekpunt. 7ij moeten dus voor de
ligging van P verschillende gebieden on-
derscheiden, al naarmate het integratiege=
bied geheel op de rechthoek ligt op een
deel van een zijgebied bevat.

I. De projectie van P ligt buiten de wig-
gen van Mach door twee voorste hoekpunten.
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IT en III. De nrojectie van P ligt in de wig van Mach behorende bij zo'n
hoekpunt.

Als 99bekend is, volgt de drukverdeling direct uit de snelheids-
commonent in x richting u.

u = ( aﬁ");._o

/1 behoeven dus slechts de waarde van
u te berekenen voor é = 0. In geval I
is het integratiegebied begrensc door
de lijnen

‘7 "hpzi(é"gp>
en de lijn g = 0 en

(§ .n_,0) L | olgdn
P& e ) v\g“w?%’(m

7ij nemen nu karakteristieke codrdi-

neten in

XM= (§+m, £= o+
3 g - n= ﬁ-ﬁ
nodat B ap

P B?)’—— —{O‘PJ dqtfczp-i)(f’ B2 P{PV

i

o(p«rﬁg S 2t o (QMQ,.‘)" 3

(a19)* H o 4
29
= 3%, oy

en dus op het draagvlak constant is.

zodat

'ij beschouwen nu het gebied bij een hoekpunt en leggen de oor-
sprong in Git hoekpunt.
Hier gelcdt

T e i
P (£e1e) m™ 1D, V{€a-8)-(np -0V i

((p £)-(ne-)
waarbi j D1 het stuk van het integratiegebled op de rechthoek en D2 het

deel daarbuiten is, waar w(é , h ) onbekend is.

Deze onbekende functie wordt nu gevonden ) /{722

uit de voorwacrde, dat buiten het draag .

vlakj? = 0 moet zijn, omdat het drukver- oe-B //

schil en daarmede u = -33— nul is en om- k/ D'z," AP B

dat langs de voorste karakteristieka =0 ‘\D,f fﬁ ' ‘~_§
is. Door de formule dus voor een punt P :‘T>{‘“@ﬂ

buiten het dracgvlak maar binnen de “tegel ff "\\

ven Ma-h toe te passen, verkrijgen wi}j , N

een integratievergelijking voor de onbe- “ﬁhg
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kende anelheid w({ NIRE
Rs "‘P

‘pﬁmﬁ e

Aangezien deze vergelijking moet 6elden voer alle waarden van{qp moet
de 1ntegrand‘?n de integiitle naar/@ nul zijn:

f ol J'ofat wia) _ 3 -Veoop B V—————S

Vﬂp a f; V{Q’P o)

Dit is een 1ntegraalvergelia ting van Abel voor de onbekende functie
w( o ; {3) met f% als parameter. De ovlossing van de vergelijking wordt
gevonden door te vermenigvuldigen met — en te integreren over
o, van ‘Zfot A " R l4"\3 - e

dap So(or w(a ) . dap Ao

g Vi J Voo g Va-on pVe

Verwisseling van de 1ntegratlevolgorde §eef’c'

A A
w(a, Roler FL:,:O‘(O‘ = |da | ot
g P 5 (ap -a)(A-o) _J jv(* -ap)(*p-a)
ofwel A N + 0

T {wiag)da= - (« __‘i‘if’._.—-—=-2. ola By sim |25
Pwapq (gqs\[m‘) ng L

Hieruit wvalgt

TFW(A,@), S__‘i‘_‘iﬁ?_— -[ﬁj———‘gﬂ“} V}‘F'_J

Hieruit volgt nu dlrect de snelheldsaotentlaal en daarmede de drukver—
deling voor prunten on het draagvlak

(% pp) = L (o (42 wens = Y
Pt P%WE AP “‘j fwapwt?ro-a\ "o j )

a
P
Hierin kan de tweede integraal / §=O
direct berekend worden, daar

immers geldt
o

w (e, f) el J

V(«,,a) (qﬁ. -0)
zodat wij de zo ,3ulst bereken—
de waarde van w niet eens nodig

hebben.
Tij verkrijgen dus

.
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(P(/«'MP'{.}/’): Fi_ j \/0( Ua‘) 6/)'/]) = 2“!: 0< +/)/0) 65"%\//5é‘°(}

of ﬂ% — k
"\//M’“ﬁ)“:ﬂ]:
©/%,, l? 4%\ "°7P
b7 al 2 \f ”r/s“ﬁ
en dus l
u(g,, #)“ -~ I’f‘f\{yi}
Voeren wij in de dlmen31e§oze variabele LU -Qp/§F] , dan zien wij de

eenvoudige oplossing komen:

Lobreea Vo
I/L(%D n}" Aj‘é\,‘ o )rr%
een waarde, die langs K = 0 continu aansluit bij de waarde op het mid-
denstuk.
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311 De cylinderfuncties als onlossingen van de golfvergeliiking.
1. Vlakke golven.

’1j beschouwen in het vervolg onlossingen van de golfvergelij-

king 1)

) ‘
Tox + Ty

. 1 L
¢, - E§<Ptt = 0, (1)

die exponentie&l van de tijd afhan;en

. -3y
qD (x,y,2,t) = e+ tL//(x,y,z). (2)
Indien Y refel is, stellen deze functies dus zuiverharmonische trillin-
gen voor. De vergelijking voor (f wordt nu

U + oy + Fop k2L =0, (3)
waarbij

k = v/c.
7Tij zullen bij onze beschouwingen aan k geen beperkingen opleggen, <
ook complexe waarden toelaten. Allereerst zoeken wij naar enige, zeer
eenvoudige speciale typen van oplossingen van (3), die dus speciale
golven voorstellen. Zoek eerst een oplossing door scheiding van de va-
riabelen

¢ (x,y,2) = X(x) Y(y) 4(z) (4)

dan moet gelden

x(x) . X Z'(z 2 _
“”J‘:‘%S:‘;"“L“Y%%*T%E%“Lk“o’ (5)

waaruit volgt (door partie&le differentiéren van x, y en z), dat X
en Z moeten voldoen aan de gevone differentisalvergelijltingen

DA 2. 2 v 2 2 z" 2. 2
b ~kcj,?~=~1{c2,~2~"=-—kc3,

i

waarbij Cqs Cp €M Cy moeten voldoen aan:

2 2 2 _
Cq4 +Cp + 03 = 1.
7ij vinden dus als algemene oplossing
ik,x -ik X
ikyx -ik,x
Y = Aae + Bze Q
| 38 + B3e R .
1) Vergelijk R. Weyrich: Die Zylinderfunktionen und ihre Anwendungen,
Teubner, 1936. i Ly

]

Z = A
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De nplossing vaen de gewenste soort bestaat dus uit termen van de vorm
ik(e,x+c y+c,2)
yﬁ - Ae 1 2Y 73

waarbij 012 + 922 + c12 = 1 besclicuwd kunnen worden als de richtingscc-

H

sirusren van een rechte deor de oorsprong. Indien Cqy Cp €N 03 reéel
ziin, s deze rechte reéel er stoll p = CqX + ChY + 032 de afstand voo.
van de projectie van het ount x, y, 2 op deze rechte tot de oorspransz.
Hieruit blijlkt, dat alle punten, die in een plat vlak loodrecht op der-
rechte liggen, dezelfde nhase hebben. Daar de comnlete onlossing is
(x,y,z,t) ik}?—i?t
zullen de vlakken, wazr de phase een benazld e waarde heeft, zich met
een snelheid % = ¢ v. .>tplanten in de richting van positieve p, d.w.".
de snelheid van een vlakke golf is c. De golflengte, d.w.z. de afstand

. T T . ‘ .
van twee vlakiien met gelijke phase is CU g~¢£. Zijn alle optreden?~

k v
grootheden reéel, dan is
Qe[@ (x,y,z,t{l = A cos(k>-Vt)
en krijgen wij d? wveortplanting van een harmonische golfbeweging. I«

ela\

alleen A complexs A = \A| , dan krijgen wij t.o.v. het vorige g~

val een phaseverschuiving
Re[@l: A} cos(kp—vmz\)

Is daarentegen ook k complex k = k' + ik", dan vinden wij
- =l ) — } 3‘\ - \
Re L(P_]z RG{\A{ e k'p el(k'p Vt+ O)j ::‘A_} 6 k'"p cOS(k'p—Vtﬂlﬂfo)r

d.w.z. de amplitude van de golf neemt in de richting van de normaal ~f
of toe al naarmate k" > O of ¢ 0 is. "ij vinden in het eerste geval een
gedempte golf, zoals die in een absorberend mediun optreedt. Indien
alle constanten, dus ook CqsCp €N Cy complex zijn, wordt het gedrag
veel geconoliceerder. Stel

c, = ¢ + ic: ,
dan is

w— — 1 t ¥ 3 1 1 1
D = CqX 4+ CpY + 03B = C4X + Cpy + O3z + 1(c1x + C3Y + c3z).

\/C%Q . Céz N 052
M

. . 2 2
W o i [ F— ] H i
Ny o ocos wf, 07 = \/ cyT tept + ey

dan staan in de eerste plaats de bijbehorende rechten loolrec’ .t on

Stellen wij nu

i

cl = P‘ cos &« ', g'

il

c

kaar, want uit

Cq + oy ey = 1
velgt dat
cyle ™ + cyleyt 03‘03“ = 0.

Wij vinden dus, dat
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P=p'(x cos X' +ycosy' +zcosyt) +

+ if”(x con A," + y cos A" + z cOs 0(3") = p'pt o+ o't

waarbij p' en p" de projectiecs zijn van de vector (x,y,z) o> de twee
richtingen. In dit geval is

) ReAei(kp—W) 3)!‘-]9“(15'5’“?%1{‘}’,?')cos(k’f'P"‘ k""" p"+ J\o_\) t)

en de vlaklen met gelijke amnlitude zijn verschillend vaen de vlakleu
met gelijke phase. Is k' = O, dus is in het mediumn geen absorbtie aan-
wezig, dan staan de twee richtingen van uitdemp-n en voortnlanten lood-

recht op elkaar. Als bijzonder geval kiezen wij
g

Cy = \f1+ )2, Cp = o, ¢y = i y ;f>0,

dan wordt de uitwijking bij positieve|a|

Ae“yﬂ“z cos(k\‘f" 1+}72, X -Wwt).
71ij vinden dus een golf met voorplantingssnelheid langs de x-as, (ie
in z richting snel uitdempt, een z.g. oppervliattegolf, zoals die bij
golven op wateronpervlakken of ook in de electromagnetische liclit .
orie Wj het verschijnsel van de ‘totale reflectie" optreedt.

De hier behandelde vlakke golven in zeer algemene zin kunnen wlj
nu als elementaire bouwstenen voor meer gecompliceerde golven gaan nNp-
vatten.

2. Het superpositie-principe.

Uit het feit,dat de golfvergelijking lineair en homogeen is,
volgt n.l. direct, dat met clk systeem QP1,992,...,<PD van oplossingeu

ook iedere lineaire combinatie Zzbchk’ waarbij de Ck onafhan’ elijk
IS
zijn van x,y,z en t, een onlossing voorstelt. Zelfs mogen wij integre ¢y

/c(x) @, a«,

indien hierbij aan zekere eisen voldaan is, die nodig zijn voor de ver-
wisseling van integratie na.r de parameter of en de differentiaties na:v
X,y,2 en t mogelijk te maken.

Als een wvoudig voorbecld beschouwen wij twee v%skke golven met
dezelfde frequentie, wacrvan de amplitude %A = %\Alei C en $A =

% Mie~1

steld. Dan is voor reéle k:

= %(Aeikp + Ie'ikp}e“iQt = A coa(kp+5ﬁe"in
en de uitwijking is
Re[?ﬂ = \a {coa(kp+gﬁces\;t.
Dc vlakken van constante phase, in het bijzonder de "knoopvlakken" =ijn
hier vast in de ruimte. e
Ben belangrijker type van superpnsitie werkrijgen wij door 99‘%ﬁ5

° geconjugeerd complex zijn en de normaal richtingen tegene~..

merken, dat wij c,, ¢, en Cy door twee parameters kunnen vervangen &@ir;
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beleolirdinaton in te voeren:

cy ~css’1} sin’x 0 {’\)"{2}7

02 = sin4/! sinl", 0¢ /( '

oy = cogx
7ii krijgen dan een zecr algeiien vorm van de golfvergelij%king door te
ohrlgven

(ﬁ j/ oik(x cos- Psin Hr+ y sin /o tain ! -z COS'X')"P(WF)MIQ?M‘&X' )
f/ iko f(,jn l ) mn,y rashe )/

vuurbij £(” )‘ )/ een willekcurige integratels Turetie is. 'ij nemen
£( e)' /( ) = 1 en voeren ook in de ruimte bolcodrdinaten in

x = R cos 'V"—Sln
i 8in )/\s:m

il

¥

Z n cos

i

I een e:nvoudig resultaat te verkrijgen, leggen wij dan de as van het
W Y zo vast, dat zij met de voerstraal naar x,y,z samenvalt, In dit
geval is )/‘ de hoek, die de straal naar het integratieelement met deze
voerstraal insluit, dus

p = I eosX‘

en wWij V‘lnden

(% ( ikR coq sin )( vy v GX

,cR cos )/ _ 47 sin kR
ikR T R ‘

" —ilk(R-ct)
vooeaer hebben wij voor esn lopende bolvormige golf gevord-n 9‘-—--§—-——,

= DF

zodat het resultaat hier te voorschijn womt als e-n staande bolsymme-
trische golf. Ten dergelijk resultaat vinden wij door het invoeren van
cylindercodrdinaten door alleen vlakke golven te beschouwen, wa.rvan
de normaal locdrecht on de z-as staat, dus

cy = cos ¢!
C~ = 8in !
&

C = 0.

3

In dit geval verkrijgen wij

o
SZ ([ eik(x costht ¥ sin’&}") ah

q

of, met x =1 cos’J: y =rsin ff’de uitdrukiting voor ecn cylindergolf

27 S gt f&
3 1 { i " » . _"
@ -/ Jikr cos(V'-1) 4 A -i%t _ ik cos €, o vt
0 0
Vceren wij nu in de functie van Bessel L2

‘ 1 j ikr cosf ,_,,j,__f .
Jo(kr) = 55 J e dv = T cos(kr cos« )dx
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dan vinden wij als golffunctie
Jo(kr) VY

Ook hier verkrijgen wij op onze methode slechts staande golven. De
"knoopcylinders’ worden opgeleveid door de nulpunten van de functie van
Bessel en zijn ook hier weer vast.

Het is Auidelijk, dat de hier gevolgde wmethode niet de meest al-
gemene 1s. Om lopende golven o) deze wijze te kunnen voorstellen, mocten

wij, 1.p.v. reéle waarden voor Cis Cp vM Cy ook complexc waarden toela-—
ten.
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3. Lopende golven.
A1

Bij een beschouwing van de formule, die de staande bolgolf levert
door integratie over de bol valt het op, dat de integrand onafhan-
kelijk is van A)', maar niet van Z.

Integratie naear 0'van O naar 2 7T levert de onbepaalde integraal

ikR cos X’
_ e
¥ = -2l —7%x (1)
eikR
die alleen dan de lopende bolgolf T%E levert, als de ene grens is

/ZJ=O en om de andere grens de term verdwljnt. ®it is alleen het geval,
indien hier
Re 1ikR cos)f/= -
is, dus
: Im kR cosM{’= +0

dus bijv. indien kR> 0, X= "/, -ico.
Wij moeten integreren dus van O tot ”72 en daarna 1n het complexe

’vlak verder langs de imaginaire as tot -iwm.

Op deze wijze vinden wilj dus de uitdrukking om de lopende bol-
vormige golf

eikR—irZ"

B - (2)
die wij oek vroeger reeds gevonden hebben als oplossing van de bol-
symmetrische golfvergelijking.

Het ligt nu voor de hand om ook cylindergolven voor te stellen
door in de overeenkomstige formule van blz. 45 complexe integratie-
grenzen in te voeren. Het is echter niet zo eenvoudig om direct in te
zien hoe deze grenzen gekozen moeten worden, ‘

Daarom zeeken wij een voorstelling wer divergerende lopende cylin-
dergolven op een andere manier. Wj beschouwen een oneindige rechte

(de 2 as) belegd met de vergerende bolgolven met dezelfde fase
+CR

/ éik Vl;ei-(z-c;)e

-

V — a4 (3)
L0 Vr*2+(z- 5)2

Het 1s duidelijk, dat de integrand onafhankeliljk 1is van z, zodat wij

vinden :




- 48 -

A

$2 P, AP
1k Vr2+§ e k [rPeg?
e > - @ 34
o ¥r2+§2 p Vresg

indien Im k>0 is, wat wij steeds zullen onderstellen, is deze integres.
ronvergent, maar dit 1s ook nog het geval vopr refle k, omdat wij in
dit geval de integraal voor elk der twee delen kunnen vervangen door
de som van de integralen, die ontstaan door integratie over het segment
“uz-en telkens twee opeenvolgende nulpunten van cos k Ir +§£20f
sir k Vr®+ 4

De zo ontstaande alternerende reeksen, waarvan de termen monotoon
tot nul naderen zijn convergent, zodat ook de integralen convergent zijn.
Voo~ complexe k gaan van r-o de integralen exponentieel naar nul.
Om ‘e integraal aan te laten sluiten bij de vroeger gevonden uitdruk-
king voor Jo(kr), stellen wi}

é = ir sine

1
en Tinden dan, na toevoegi van de factor
s ging A 71

H (')(kr)m 1 }feikr cosa 4.0 . (5)
O mo
§ N
die de eerste functie van Hankel voorstelt en, met d» *ijdfarter:
eer divergerende lopende cylindergolf voorstelt (zij] is ontstaan ult
div-rgerende lopende bolgolven).

Aneloog krijgt men een convergerende lopende cylindergolf door
-t

H (2)(1‘(1‘): _ 1 /eikl" cos “‘d“, (6)
n m
L
die voor k reEel convergeert (en voor Im k<O).

Wij kunnen voor HO(E)

irt

(kr) ook een integraalvoorstelling zoeken, die
derrlfde integrand heeft als in (5) door te stellen & '=T +& , en
krijgen dan Freen

Ho(g)(kr)“}%—f lkr coseX o (7)

Foeen
'. Jol- en cylindergolven van hogere orde,

Wij keren nogiﬁﬁns terug tot de bolgolven en merken in de eerste
plants op, dat "_H_' zich voor kleine kR gedraagt als ﬁ s C.W.Z,
~1c czn oplossing van de potentisalvergeliljking, die bekend staat als
cen rmkelvoudige pool.
Het 1s verder bekend, dat door differentiatie in een bepaalde richting

¥ et richtingscosinussen 1, m en n uit 1/h ontstaat een dipool met
asrichting » :

Jd 1 o 1 2 1
‘—Max ﬁ-%»m-’-a——-»yﬁ-&-ng——-zﬁ. (1)
Evenzo ontstaan hogere singulariteiten door herhaalde differentiatie.

Eentelfde procédé kan toegepast worden op de g@lfvergalijk&nga waar
o aak de coEffici&nten canatant zijn,
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70 ontstaan uit HO(/“')(kr) (/Anl,e) de oplossingen

J

(2) 5% Hg(f“)(kr)u(cosso a‘i . sing 2

r Q¢
)H (’“) kr)mamf——- H (/")(kr)

)i, 44 (rer)=cos P By () (1er)

R ;‘37 HO(/“)(kr)m(aimf )‘;r + Coiw f
Teer Im k) O kan de differentiatle onder het integraalteken worden ult-
mzvoerd, voor re¥le k kan ¢it nilet, daar de ontstaande integralen di-
vargeren,

WiJ beschouwen nu de integrand in de vmrstelling voor H (/“)

voor re€le kr en merken op, ] -

", L
dat deze verdwijnt in het onein- '”i -} ":1: -
dige van de in de figuur ger~:rer- R -
(e gebieden; omdat , - 31'“ -
cos o =cos( X' +1eX")= /,* X , — -
=co8 'cosh o"+1 sin o'sinh o' ", %11 ,\___.— g ;;.é /
Yo+t is dus mocelijk om voor ) N\, :—cs 3 «;’“ er ",.
T M?‘.:":’“‘ te schrijven: L : ’.j" ’ L«»
T-".Q(l)(kr) 1 f Thr eooo g i Af? -"';)‘”f’ - 15?{”3‘
waordiy Cy loopt van -/] +1 00 tot Z A "::",j )
SR (o 7T terwijl s [ o
WS (kr) de vorm aanneemt ’ - L

i (2) () L jeikr coser 4 .
o m
€2
wanrblj C, loopt van A -1¢0 tot - /) +im.
N1 zijn de integralen absoluut convergent zodat wilj onder het integraal-
Scken mogen differentieren

u= cos¢ ~— () . H (,’u)(kr)=cosg? —%—f etkr Cos s oo =

_ _r
- -k cos§ - 3 f ikr coser 1fa- /2)d Jlkr cos  -1/x /2)4 o

Te de integratieweg Cl’ dan vervangen wij in de tweede integraal & cdoor
- & en verkrijgen dan
: 1. T /ny
u= -k cosff .——l——feikr cosafei(.q’- /e)do(.
o
.3 de weg 02, dan vervangen wij & door 25 - & en verkrijgen als alge-
meen resultaat

n
e ok cmsﬁo 1 feikr cosar Jifa - T/2) 4o |

"

Toor de differentiatie 'v'”-v- ~sinf ontstaan analoge formules, die
inplaats van de cosinus de sinus bevatten. Wij definieren nu
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Hl(/“)(kr)w —%—f elkr cosa 1(e - "/g)da{ (/“1;2) (5)

Wij kunnen d4it resultaat ook krijgen door de differemtisaloperator

2 o i g 1 2
Dmi——i—'ﬁ-iwﬂ—mefp{ﬁ*-ﬁ*—y—;’") (6)

en vinden dan
- 77
(7) DHO(/ )(kp)m(_k).eiyjﬂl( r)(kr)m(“k)eigﬂ ) ’3 olkr cos q'eit -4 /250’
Door herhaalde uitvoering van deze operatie verkrijgen wi]

4
D%O(/A)(kr)s(—k)neiny 1 f eikl’.‘ Cos“ein(a’ - /2)d of (8)
Y f//
zoals wij door volledige inductie bewijzen. Immers uit (8) volgt

+1 1(n+1)e [~ "
D" Ho(f‘)(kr)m(-k)“.i——?——glik Jetkr coser oo AT - T/2)gq

Va

. 5
_ %j olkr cosa in(& - /2)do:/z
Cu

1(n+l)ep | n
=(-k)* 7 = yZIk] glkr cosa cosaein(& - /e)doﬂ»
' G
77
-11{] glKr cos o (-1 sincx)ein(at - /2)d¢7=
e

()Pl i)y 2 feikr cos e A(n+1) (0 -T/2) 4,

" 1y

/u

Sommerfield voert nu als algemene definitie vopr de functies van Hamilton
in

Hn(/“)(kr‘)= _%Lf eikt‘ cosD(ein(Di - W/2)d o« (9)

die dus samen met de factor einy -lre oplossingen van de gclfvergell]-

king voorstellen en wel divergerende lopende golven voor/u» =1 en con-
vergerende lopende golven voor /u=2.

Deze functies zijn blijkbaar complex. Om staande golven te verkrijgen
moeten wilj zorgen re€le functies te construeren, zodat, door vermenig-
vuldiging met cos n g .e'ivt de knooplignen in de ruimte vast liggen.
Door op te merken, dat Ho(l)(kr) en Ho(e gkr) voor re¥le k toegevoegd
complexe functies zijn, zien wij dat HQ(1 (kr)+Ho(2)(kr) een redle-
functie van kr is (voor re8le kr), die dus aan het gewenste doel beant-
woordt, In het algemeen is

_ 1 f‘ ikr cosa _in(er - F/2)
Jn(kl‘) ST e e dof =

GG (10)

N .
1 olkr cosa ein(q - /e)d«.

=
2n
C3
waarbij nu 03 éen contour is, die van -I} +i conaar 2W —Q +1 o loopt.
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ir. het bijzonder kunnen wij hiervoor kiezen de weg
- HL @S - - Hh 20T > - 2T +1 ©
.. oprnerken, dat de integrand de periode 27 heeft, zodat de bijdragen
vau de verticale wegen elkaar opheffen. Dan wordt

-);4231"
2
)= _::r Jikr cosaein(‘*- /Q)dqu
"i,”n‘q

o -n
L f eikr‘ cos o .ein«d .
-’?

Liezen wij nu 2 =7 , dan komt er
+ I fr
- -n
I k) - 1 f eikr cosor+1nardq - 1rr feikr coso(cos nordor. (11)
.. w
-ﬂ- o

.ooveresnstemming met het vroeger gevonden resultaat.
“.n andere re€le functie verkrijgen wij ult de combinatie

Yn(kr)z—;-{-[zin(l)(kr)_ﬂn(2>(kr)l , (12)

Al vekwznd ctaat als functie van Neumann.

; ~r “ene functie een integraalvoorstelling te vinden, met meer-

vnudiee eindpunten, kiezen wij voor C, en C, de volgende krommen
i n v L LA LA R
“x—rl00 = - /2= +T/2-"/2.4 © en —5— -iaa 5> S5 2 g +1 @ en

rewlrijeen de formule van Schifli o0

©
CeY e ___J_.__T[ije—kr r:-.inhte-nl' (enﬁi+e-nﬂi)d[ -Ei/e‘kr sinhl'enrdm_

L ~e1nﬂ o-n/3 ap - [ ikr sin{3 1n(§ d[;

- -—-—} sin(kr sin[g —n/g /‘% e™1n ”/2]e_kr SInh T sh n(r+1 7/2)aT @3

0

.'f

-

J> cvlinderfuncties voor complexe waarden van index en argument.

/) hebben nu gezien hoe, om re&le kr en n geheel de cylinderfuncties

vorrrogen kunnen worden door superpositie van vlakke golven met geschikt
rewozen integratiegrenzen.

Wl kinnen dit nu gaan uitbreiden en wel eerst nog voor re&le kr,
w.arvoor complexe waarden van de index ¥ .

Allereerst merken wij op, dat wij door de algemenesuperpositie van gol-
ven, waarvan de normaal loodrecht op de z as is, verkrijgen

qq ,
u(x,y)= / eik(x cosy¢ +y sing )f(ff, )a?:

9!,
—ouor het invoeren van poolcoordinaten x=r cosff s y=r singﬂ en de

tbu;_n.thti@ _(f o+ gaat dit over in

-

"“*’y'f olkr cos(ﬁ‘ f)f(ff)dsf / elkr coso(f(ﬂ,_,_f)do(_

¥
Wij “ellen nu in het bijzonder ( ¥ is complex)
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f(f')uf(q+f)z_,;3i—__ eiv(f‘+ fr/g)mei'jo,_ﬁ_. Jiv(a - T/2)

en verkrijgen dan a,-f
P 4 1 bid
ueelvy 1 / ke coser iv{ or- /2) 4
n oy

Nu proberen wij &, en o, zo tec bepalen, dat de integraal onafhankelil jk
wordt wvan SV , d.w.z,, dat het verschil van de integrerende termen nul
wordt.

Dit bereiken wij door te zorgen, dat de integrand aan beide zijden nul
wordt. '

Voor reéle kr is dit het geval als o - 79 en & - in de gearceerde
gebleden liggen en naar het oneindige gaan. Indien wij aannemen , dat

- ’7/2<f < /2 is, kunnen wij oa,en o, dus vastleggen als een der groot-
heden uit de reeksen (2m-}) #+1 @ of (2n+3)IM -1 @

Stel dan verder ¢ =17 - /2, waarbij 0 < n&rm is, dan krijgen wij de

integraal o+ Tho
LT /e

%Lf Jikr cosor 3. - W/Q)d o,
& +Th-9

Wij dulden nu de ontstane functies met dezelfde symbolen aan als de

reeds gedefinieerde functies, waarin zij voor ¥ =n (n geheel) over-

gaan,

Om Hy (Izge verkrijgen, stellen wij dus & = - T /24100 , o, =

voor H, Wa,=—’£——ioo, O(1=Z’—é—~+ioo, en voor

Al

= e
2, = - =t i, o= 2 4 ico.

de functie Y y(?) kan dan ook voor complexe J gedefinieerd worden als

Y, (2)_ -2%—3}{» (l)(kr)wHV(Q)(kr) .
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Wij zullen nu het gedrag van de ingevoerde functies nagaan, indien kr
niet meer reel, maar een willekeurig complex getal 1s, Wij zetten nu
verder kr=z, en wij hebben dus vcor z rc¥cl de integraalvoorstellingen

van Sommerfeld
() 1 iz cosol lwi'(_ /2)
H (Z)= ——— dO(, < '1)2)
T s

(Z)" W//‘EZ cosX .LV/(X - ]?—/2) 4.

Het is nu duidelijk dat voor complexe z de integraalvoorstelling geldig
is, zolang zij nog convergeert, d.w.z. zolang Re(iz cos X) naar - o
grat, indien &« naar de grenzen van toe gaat.

Gaat dus bijvoorbeeld « = +1J’ angs C, naar - 7 +ietm en stellen
i j z={zieiw , dan geldt bij benadering

Re(iz cosx )= -Im {\z\ei* cos(ﬂ +i{)}rv— —2— e sin( n+ ‘)U)

en gaat dus naar - w, zolang sin(r7+;/)> 0 of O<.Q'*¥’<7T is.
Wij zien dus, dat de integraalvoorstelling van Hq geldig blijft, zolang

-P7< arg z{ T~ v

is (dezelfde betrekking blijft gelden voor C en C3, daar wij hier
door - X of door 2T - & moeten vervangen).

Wij vinden dus, dat bij een vaste kromme C/b een halfvlak van geldigheid
in het z vlak behoort. Indien wi]j /7 beperken door de ongelijkheid

0< q { T, dan hebben wij dus intcgraal-
voorstellingen gevonden voor hot gehele
z-viak met uitzondrsring van de nega- —
tleve reéle as. Twee integraalvoorstel- \<<*QQ<<(Q 74;1777i77iZ/
lingen, die behoren bij de waarden 07 T T ;ééigi’
\n1r&‘zullen dus beide geldig zijn in ~hT -
een eindige sector en zijn dus analytische

voortzettingen van elkaar. Niets belet ons echter voor /7 ook waarden
buiten het interval 0 7<(7f te geven en daardoor analytische voort-
zettingen te verkrijgen, die voor sndere argumenten van z dan -1h<argz<?7
geldig zijn.

Fet eenvoudigste 1s dit gedrag te zlien aan de functie
2~-htico

3, (z)= _E____/lz cosX o1V (X - R_/E)do(

~n tieo
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17"’ Dan

moeten wij echter l}. door '7 - " vervangen om een convergente integraal
te krijgen en vinden dus

Hier laten wij arg z met 7 toenemen, vervangen dus z door z.e

}F~r)+ia{3
AT 1 -iz cosol _1V (o - T/2)
Iy (z.e”" )= D e e deX
W,7+kn
Nu stellen wij in dezc integraal’ of =o'+ T )
: 2T~ t+ico ‘
L v . C_ Tny
3y (z.einh )= € oz cosm'eiv(o( /2) .
~i7+;m
=T 5, (2).

Bij m halve omlopen krijgen wi]

Jv (Z.ei mﬂ’):eivm NiJv (Z),

d.w.z. de functie J, (z) heeftin de oorsprong voor niet gehcle M een
vertakkingspunt en gedraagt zich in de omgeving van de oorsprong &als ¢~
functie z

Alleen voor V =n (geheel) behoudt de functie bij een volle omloop hr~-
oorspronkelil jke waarde.

Daar de formule voor alle waarden van )Y geldt, is ook

im T -1 Ti
J_y (ze™™" Yze™t VM J_y (z).

Het 1is nu belangrijk om op te merken, dat alle cylinderfuncties zijn
uit te drukken in Jy (z) en J_, (2z).
Immers, indien wij in

,ZT-*]+;G3
1 iz cosx -1V (- F/2)
J ., (z)= E e e deX
-Y T \_r)ao-;CD
KA door - & vervangen, verkrijgen wij )
—1F+Q~iao —ntico f);
_ 1 iz cosex iV (x+ M/2), , 1 /
Iy (2)= - o7 - € e A= ) £—
"I g e
1 -2V iz con 1 o+ /2) iz cosot iV + F/7
= -T]'F— C . [S] v ! e_ e
/]—mo Rl

it

1 riy [0 1V (X - 7/2) 1 ;7-/02 1y

- Z COS X - , T v/ Z COBX -0

TT’:—{ e / . e e dx '+e € e
/]*1&) mht o

of wel
J.v (z)= %%e—ﬂ‘iv H, (2)(z)+ewiv H, (1)(Z)X )
terwijl wij al wisten, dat
1y @)= 3 {n, B, M|
Indien ) geen geheel getal 1s, vinden wij dus:
H V(q)(z)w FIEE o niwr {e:’iwr 3, (2)-3_, (Z)J ,

1y, (B gty (47 3, -1, (@],

sin v
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en

‘Yy (z)”'gx{ H y(1)(2)‘ﬁy (2)(21;“ §Tﬁ%7ﬁ"{caa VE‘Jv(z)~JNV(z};.

Voor V geheel krijgen wij hier onbepaalde uitdrukkingen, die door limiet-
overgang gevonden mocten worden; bijv.:

- 31.{ e‘iu”} (2) -3 (2) } -
Hn(q)(z)=i v Y i =
%%%1n v dy=n
1 [ 0 . n o "
Ip(z)s = t,w NORIEE S INOI

WiJ kunnen nu dus de omlooprelatlies direct geven

(1) mTi, i T(mﬂ)vWi -mv Ti J_
H)’ (z.e )= W[e Jv (z)-e J"V (z) | =
_ sin(m-1)¥T (1) -VT 1 sin mV ¥ (2)
T 7 T sinvT Hy (z)-e sinym Hy (z)

(2) mTiy, _VTisinmyll (1) sin(m+1) ¥ 7T (2)/
Hy (z.c )= e Sinyr (z)+ sin v Hy (-,

waarult weer door limietovergang voor V geheel volgt

Hn(")(z.em"i)q_q)m”{ i, (2)-2n (2) ]

1~in(2)(z.e””T i):(J)“‘“{ Hn(z)(z)+2mJn(z)J :

De coupure langs de negatieve z-as, diec in dit geval voor de Jn(z) ni~
meer nodig was, is voor deze functies dus nog wel essentieel, daar zi]
ook voor gehele ¥V niet meer eenduldig zljn.
Verder gaan wij nog na, Hoe de functiecs zlch gedragen bij overgang
tot de toegevoegd complexe functie
)T
m= A o~1Z cosx -1V (e - T/2) 4,
H- oo
waarbij O n+arg z { T,
Stel X =7 -o', q =N - n', waarbij dus 0l r) tvarg 2 T,
dan krijgen wi]j

h-ic
TTTTAN = 3 T
i} 1)(1)(z)= - %l / 1% cosot! 41V (on'= 1/2) g 1
(2) QF;O#de
2) , -
=Hg (z).
Vv
en ook

1, (3 (2)=u5 (N (@).

Hieruit volgt direct, dat zowel J];(z) als Y, (z) voor re¥le V en z
re€el zijn.
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Van groot belang zijn ook de functies, die voor zuiver imaginaire waar-

den van z optreden ( V redel) ,
/7-/

Hy(‘l)(iy)m%/ ey cosmeiv(%_ﬁ/mda(’

1) FI0
Neem de integratieweg symmetrisch t.o.v. d¢ oorsprong en stel in het
tweede stuk K = - X'

T (2 -/71"/61’) -
(1 ety /2 -y cos o _iVot -y cosx -1 vot'
Hy (1y)= o eV e d of eV e dar!l=
N"_ 1y ~a o .
- -l 1% ¢ coso, 1ot ivol ‘
= - E_L e”¥ €O° (¢ re )d
mr

Wij kunnen nu q =0 nemen, daar de integranal toch convergeert en vinden
dan voor de functie

K, (=t mie” i, (D)

de re€le integraalvoorstelling

e
K, (y)= O/e"y CO‘(”’z’l/“’co:sh1}"‘- .4

De functie van Bessel voor zulver imaginaire waarden van het argument

levert ons een iets gecompliceerdere formule

7=+ ien
- .
o-¥ cosx 1 V(X /2)d

/

(13‘)== = _ ~
2 ST 7
i ) 3 : _ T
= —71—7-[/ eV coSO(ei Vo(x 7/2)d{><+ / eV Coameiy(&/ //g)da(“'
\/)f/‘w
Qr-n) +i00 i
N 7 o~y cosu 1Y (& - /2)d O(// .

171
Hier kunnen wij, daar J) moet voldoen aan O (r) +TI‘/2 <Trr7r)=o stellen ¢n
vinden dan, door in de eerste integraal te stellen & =/ - (x', in de

tweede A = 1,4,( en in de derde X 277"+/l«,

7N

od

i e . U -

Jv(iy)-' 1 {_ 1V /2/ y cos ! -1V do(—ie"i V’/Ej/e ycosh/( yp d/LH«
V3F 9]
f -y COS}% ”%d L‘}
o
Vw/E{Jey cosd 1os Q‘-Mdbt-slnvi?/ e ¥ Cosh/a_%d//&v}
0

e
Voor de functie

1, ()= et 25 (iy)

vinden wij dus de reéle integmalwuerstellim@‘

() Cf o COBY i Aok - smwr‘/vy e@aka,bz
Ji= =
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6. Convergente en ssymptotische rcecksontwikkelingen,

Uit de integraalvoorstellingen is het mogelijk om recksontwikkelingen
af te leiden, die zowel voor kleinc als grote waarden van |z ) de functie
goed voorstellen, zij het dan, dat de cerstc gewoon convergeren, terwljl
de reeksen van de tweede categorlice asymptotlische reeksen zijn.

WiJ gaan daartoe uit van de integraalvoorstelling

1 iz cosx +1i V(o - T /2)

en kiezen 7 = T/2-arg z.

Verder voeren wij cen nisuwe variabek in
z -i(x - 7T/2)
7 ¢ ’

t= -
waardoor
_dz il iy z
iz cosli= & (e +e )= -t+ T
% T Yy
etV (- 7/2) (. 257, at= -itd
De integratieweg loopt nu van + o ,
loopt om de oorsprong cn daarna weer /,-\\\ N
Cdl
naar + 00, zodat wij vinden 5 { ~
, sl %E \\M S/ -
_ i 4z -t -V -1 o
J B(Z)- W(g) / e .€ (—t) dt
]

Wig ontwikkelen nu de functie

eEE in een machtreeks ,
7 e
It Z 1 ,2v2k -k
e = ().t
Pl Y]
en integreren term voor term (o+)

(z)=(3) ..>. rrE) = Wl e t(-t)7 Y K g,

Deze integraal lev?pg)ons de fﬂfunctle

1 ~t -V k-1 -1
7T (-t) A= =y ¢
o

' zodat wij krijgen

iz 2k
Y &)
(Z) ('E'} 2—-—— i i"'( V-H'H'ﬂ) -

K=O



MATHEMATISCH CENTRUM,

2de Boerhaavestr. 49,
Amsterdamn-0,

Cursus:

Methoden der Mathematische Physica
Deel II; De golfvergelijking
door
Dr R, Timman.

<é7 Asymptotisohe ontwikkelingen van de cylinderfuncties,

Naast de gewone ontwikkelingen in in het gehele platte vlak conver-
gente reeksen zijn van groot belang de asymptotische ontwikkelingen, die
alleen bruikbaar zijn voor grote waarden van het argument. ’

Allereerst geven wij Qe definitie van het begrip asymptotisch
convergent in tegenstelling tot het gewone convergentiebegrip van een
reeks. Een reeks n

s, (z) =j§;; a (z)

van termen van de complexe variabele z wordt, zoals bekend convergent
genoemd, in zeker gebied G, indien een functie s(z) bestast, zodanig,
dat voor iedere z uit G en iederef een index m te vinden is, zodat
\Ro(2)| = | s(2) - s, (2)| ¢
voor alle n > N. (Indien N onafhankelijk van z gekozen kan worden in G,
is de convergentie uniform). Hier is dus het punt z vast en de waarde
van n moet onbeperkt toenemen om het verschil tussen s(z) en sn(z) wil-
lekeurig klein te maken.

Bij asymptotische convergentie nemen wij een bepaald santal ter-
men uit de reeks, houden dus n vast en zeggen, dat de reeks sn(z) =
y = E an(z), waarbij z in een gebied G ligt, dat zich tot in het onein~

m=
dige uitstrekt, asymptotisch convergeert, indien een functie s(z) be-

staat, zodanig, dat bij iedere & een M te vinden is, zodat
(Rn(z)[= {s(z) = sn(z)\é.é

is, indienlz|) M is in G.

Korter gezegd:

Gewone convergentie

im |s(z) - s (2)]— z vast,
n~;00
Asymptotische convergentie
lim ls(z) - s (z)-—a 0 n vast.
|zl 00

We behandelen eerst een belangrijke stelling uit de theorie der
transformaties van Laplace, d.w.z, de functietransformaties, die aan een
functie F(t) een functie f(s) toevoegen door middel van de formule

f(s) =Jéf0e‘5t F(t)at,



indien de integraal in zeker gebied bestaat.
Een voldoende voorwaarde hiertoe 1s, dat getallen K > O en » > 0
bestaan, zodat : N
F(t) P8 < KeP? voor jtl > a >0
en datrvoor 0 £t £ a integreerbaar is. Indien nu voor F(t) voor tt} { a
een reeksontwikkeling geldt van de vorm

m
o |
F(t) =f a_t%

m=1
geldt voor de getransformeerde functie een asymptotische ontwikkeling

© M-1 _n
£(s) =/ e StR(t)as = > a [ (Bs 2+ R,
0 m=1 ™ a M

indien s ligt in het halfvlak

Res > b,
Hierbij bestaat een consicnte K, > 0, zodat
M
T q M
IRyl & K”Res-—bt q{”‘(-CI)‘,

Wij kunnen nl. op grond van de convergentieonderstelling van de reeks en
het gedrag F(t) voor grote t een constante K, zo bepalen, dat langs de
gehele integratieweg geldt

\F(t) -2 8 tq
m="1

Mo
‘ (t)ié K1 'ltﬁ 1 eb('t)’

zodat integratie term voor term levert

M-1 o _q M-1 -2
f(s) =; amZe—st +2 dt + Ry = >__._ 8 r(%).s qQ 4 Ry

m="1

M, _ N
{‘LZQ r_(t)e® c% K1X e8P gy - K, [Res-—gj q T(%—)c

Deze ongelijkheid geldt, indien Res 2 b is,

waarbij

Na deze voorbereiding kunnen wij nu de asymptotische formules
voor de cylinderfuncties afleiden voor grote waarden van (z)., Daartoe
brengen wij de integraalontwikkelingen eerst op de gewenste vorm en

kiezen de functie ﬁﬁ q*‘w
. . A

(%) 5= ;rJ/f gm17 008X (I (e = ) 4

r n ¢

Nu stellen wij

. . 2 .

1(cosq-f;; = 21 cos” — = -%, L '

_ -7 . - P 4 2”

d = ST zodat, indien wij de

twee takken van 02 symmetrisch kiezen
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exp 1'7- )
(2) 2i -1i(z- ))'T) ! -27 cos ¥ (& = F
Hv. (2) = - = e Bizilm ) ar.

t nadert dan asymptotisch tot de weaarde

ij'1+ caa(;‘-i oo)j = i{ 1+ coavl cosh co- i sin r]sinh m’{,.,
4'n -
q)e”\q %F)
Nu ontwikkelen wij de functie

cos ¥ (w =7T) _
81n o =F7T)

in een machtreeks naar T . Deze is voor T = O niet regulier, Wij stellen
nu t = cos %— en vinden dan, dat de functie £(t), gedefinieerd door

9\‘-1—)
2 sin -2—
regulier is in de oorsprong, zodat wij haar in een reeks van Mac-ILaurin
kunnen ontwikkelen, die een convergentiestraal heeft, die bepaald wordt
door de dichtsbijzijnde pool, d.w.z, X= 0 en od=27, dus t = + 1,
De co&fficiénten worden gevonden door een differentiaalvergelij—
king voor f(t) op te stellen:

= tF( 212 ) = £(t)

- )Jﬁin )’(0‘ - R") __._-f!(t) sj_nz -g(- + f(t) t + 2 92 gin %’j(m‘t)":

= £7(t) sin’ & + 3£0(%) sin 5 cos 5 + £(t) &sin F-
of wel '
(1-t2)£n (1) - 3t24(t) + (¢V2-1)£(%) =
Door (m-2) keer te differenti®ren, vinden wi}j
(1-82)20) (1) — (2m-1)22E D (1) 4[4 V2 - @-1)2] £=2)(e) < o,
dus _
2™ (0) = - [av 2. (m-1)2 £(m2)(q)
en de ontwikkeling wordt

¥ 2
£(t) = %[1 _ w%? 2, (12 2)(»79 -3%) . ]

De overeenkomstige ontmkkehng voor F( t) wordt nu

T 2 .2 2 .2 —_
| 1 n v2-1 L 021?)(y f 2.3%) 47,2
F(T ) = }'1- '2 ( ) e *
Voir | : V[ J
Het teken bepalen wij zo, dat F( T ) langs de integratieweg overeenkomt
met cos;;(a/ =% ) , dus voor « in de omgeving van 7C
1in X
Ve = 1) - PR - -
arg F(T) = arg Cﬁﬂsié = }a = arg Segs T .,.,»:tl NM&W}F =
=T - arg(ec-1), (_&Lﬂty g 3 ;..‘?"l) --Z

langs de integratieweg is arg7 = =4 - -2- en dus gellit
~ teken moeten kiezen, Valgem &e atelling geldt dan
B (2 22 ‘1(3’”?}[ L2 e P
(2iz ) T (212) &




Wij moeten nu nog aantonen, dat F( T) inderdaad aen de eisen, in
de stelling genoemd voldoet, Voor grote (T) geldt langs c,

e 21T,

dus _ .
V“ — — - -

F(T)w -1 [V (21T)? T s YT (i 7)Y ’},

zodat wij b willekeurig klein positief kunnen kiezen, Wij moeten dus

alleen zorgen, dat
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Re z.e¢ |
is, of
- r?'.’\arg z £ T - n-
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§ 8. De methode der zadelpunten.

De hier gegeven ontwikkeling is goed bruikbaar, indien {z|»y
is, terwijl daarentegen wvoor functies van hoge orde de reeksen veel
mind er goed bruikbaar zijn. Het is echter direct duidelijk, dat het op
oneindig veel manieren morelijk is de functies in een gefaante te bren-
gen, waarop het lemma van Watson kan worden toegepast. De methode der
zadelpunten, die het eerst door Debye op de cylinderfuncties is toege-

ast, levert dan zeer bruikbare asymptotische ontwik'telingen.

Om de methode duidelijk te maken, beschouwen we berst eens een

voorbeeld van een reé&le integraal.

3 AN
T =b//p o O(x ”3X)dx. De integraal ////fjﬂw R
o 2

heeft een maximum voor x = 1. en
neemt daarna snel af, zodat de
grootste bijdragen tot de inte-
graal wordt geleverd doov het gedeelte van de integrand in de omgeving
van x = 1. Wijvweren daarom een nieuwe variabele in door te stellen

-

T, Tt T

S

1

& ‘
’ )
i

/

X3- 3x + 2 = t° = (z=1)2(x+2)

24dt = 3(x%-1)dx

en ontwikkelen ~—g§——~ in een reeks naar t, die begint met eem constanye

3(x%=1)

———%E—— a, + ajt + a2t2 + ses e
3(x%-1)

In dit geval wordt

2ey /0 k2 2 2“501 i(n+§) 2w
I = e, e Xao+a1t+a2t .o }dt = eQ By oA 0(e };
V2 n= N

zodat wij een asymptotische ontwik -eling verkregen hebben.

Elke term van de te integreren reeks sluit gich in de top nauw
bij de integrand aan. Het is duidelijk, dat de benadering des te beter
is, naarmate w groter is, waarbij de ho-fdterm dan het relatief gro t-
ste stuk van het oppervlak onder de kromme weergeeft. De ondergrens
levert echter nog een eindige bijdrage tot de integraal.

Bij een algemene beschouwing van de complexe integraal

il
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//b a'”f(z)g(z)dz
a

zoeken wij om deze methode na te bootsen &us eerst naar het maximum van

de functie te”wf(Z)lop de integratieweg, d.w.z. naar een nulpunt van
f'(z) = 0,leggen de integratieweg door dit punt Z, -

Het is duidelijk dat een zo goed mogelijke aansluiting wordt
verkregen , indien de integratieweg zo wordt gekogen, dat de modulus van
de integrand zo steil mogelijk opklimt en weer afneemt.

Daartoe beschouwen wij het oppervlak omgelsvers door de functie

‘e"df(z)‘z e“Re‘df(Z) boven het z = x+iy vlaek. De niveaulijnen op het

oppervlak zijn de lijnen R = Rewf(g) = const. Hun projecties op het
z vlak staan loodrecht op de lijnen I = Im¢X(2z) = const., gzodat deze
lijnen de lijnen van de grootste helling in ieder punt weergeven. Is n
‘de booglengte langs een niveaulijn en & langs een lijn ven grootste
helling, dan is dus steeds langs een lijn van grootste helling é%% = 0,
terwijl indien R extreem moet zijn ook 2R O moet zijn.

08
Daar echter volgens Cauchy-Riemann
OR 21 DR _ dI

28~ T 9n' On T s
moeten alle vier differentiaalquotié&nten nul zijn, en dus moet gelden
qu’(g) = 0, zoals te verwachten was. Wij zijn dus in een punt met een
horizontaal raakvlak op het oppervlak en onderzoeken de aard van dat punt:
Indien n en s een locaal Puclidisch stelsel vormen in z, het-

geen door geschikte keuze van de eenheid (plaatselijk) op de lijnen

R = const. en I = const. is te bereiken, voldoen R en I aan de vergelij-
Fing van Laplacc, is dus

R DR
2 82 'Dn2
en dus ook
2°r %R 2 2y

2
28 2n? (}san) éo

zodat het punt een hyperbolisch punt is, d.w.z. in de omgeving wvan Z
gedraagt het oppervlak zich als een zadelvlak en 2, is een gadelpunt.
De integratieweg leggen wij nu zo dat de integran¢ een maximum heeft
d.w.z. juist langs de bergpas. (Vandaar dat de methode ook vel de metho-
de van de bergpas wordt genoemd.) Dit wordt bereikt door voor de inte-
gratieweg hier te kiezen I(s,n) = Im tuf(2z) = const. Indien £, esn enkel-
voudig nulpunt is van £'(z) = 0, stellen we mu

£(z) - £(g,) = t°

2tdt = £'(z)dz
en ontwikkelen in de integraal

a//f-eatz 2&(2) . t.dt
/ © '(z)

en
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de functie % in een reeks van Taylor in t=0, die indien g(z) £0
de gedaante heeft

z)t _ 2
. wao+a1t+a2t + cea @

Wij vinden dan weer een asymptotische ontwikkeling door de hoofdstelling
toe te passen, waarbij bij eindige integratiegrenzen deze weer tot apar-
te termen aanleiding zullen geven.

Ter illustratie passen wij nu de methode toc¢c op de functies van

Hankel.
(40 _ / {z cosw + V(%= T/2)}
HfV (2) = ﬁ !
en stellen nu /ﬁu
-gf(X) = i { g cosX + ¥ (o( - R/Q)}

zodat de zadelpunten geleverd worden door
) Y
- 8in & + -E*- = 0

.Y
,E (xombgs::_nz.

Wij vinden dus twee reekxsen van oneindig veel gadelpunten met periode
2 ¥ . Wij veronderstellen nu i} en z beide posrblef reé=l en vinden voor

de zadelpunten verschillende ligging alnaarmate /z {11is of ’}/z > 1.
We onderscheiden nu 3 gevallen

)
Vg e< 1, Yz xt1en Yz > 1.
In het eerste geval liggen de nulpunten op de reéle as en wel in
0<0 + 2k T (waarbij O (0(0 < T) en J - o(o + 2k T .Voor de kromme 02

kiezen wij de weg //;

Im i i z cosol + )){’o( - “/2)} - consti
door o¢  , die voor & = N+ 1/}/
( y— = co) blijkbaar nadert tot
. 2 T~ i resp. = 3T + io.
Stel nu T2 = £(«) - (& ), 4

s voor W= X o T=0en

o T g; f'(K) = 0, zodat wij

vinden

f\\\\\

i

=

‘ n 203
¢ =:ﬂ= %" = Sinx - ¥/E

regulier is om { = O tot een cirkel, die bepaald wordt door het dichtst-
bijzijnde nulpunt van de noemer. Het is dus duidelijk, dat aan de voor-
waarden van de hoofdstelling is voldaan en wij vinden de reeks:
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®

-1 - T/2)sinx ] ® —
(2) ~ 1 J'chosxo"'("(o o} E n+s
Hy (z) T A &y L;éigal '

De coéfficiénten a, moeten door vrij gecompliceerde berekeningen bepaald
worden (vgl. C.S. Meyer: Asymptotische Entwickluugen von Besselschen und
Hankelschen Funktionen fiir grosse Werte des Argumentémand der Ordnung,
Mathematische Annalen 108, S.321, 1933).
De hier gebruikte reeks is alleen goed bruikbaar indien
v/z &1 is, d,w.2. in hetzelfde gebied als de vroeger gevonden asympto-
tische ontwikkeling, waarbij de integratieweg niet door - OQO, maar
door T dichtbij gelegen werd gévoerd) dus bijna over de pas liep.
Daar de rcsultaten in dit geval dus nauwelijks beter zijn, is de vroegerc
recks te verkiezen boven de hier gevonden mecr beworkelijke. Tijdsge-~
brek goopt ons de verdere bespreking, dic voor l)/'x axtlen V/x > 1
icts gecomplicecrder is, achterwege to laten: wij verwijzen hicrvoor
naar Weyrich: Dic¢ Zylinderfunktionen und ihre Anwendungen, c¢n naar hoet
“bovengenocmde artikel van Meycer, zowel als naar de oorspronkclijke arti-
lk:elen van Debye (Mathematische Ahnalen 67 (1909).



